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Abstract
　コンピュータビジョン，特に三次元復元の研究は画像上の点や直線などの幾何学的プリミティブに基づいて
解析が行われる．このとき，実際の画像からそのような点や直線をどう抽出するかが問題となる．しかし，市
販の画像処理の教科書のほとんどは古典的な画像修復や輝度値変換を主とし，エッジ検出には触れているもの
の，コンピュータビジョンの中心となる特徴点に基づく処理にほとんど触れていない．現実には Harris作用素
と呼ぶ特徴点抽出法がよく用いられるが，その原論文が入手しにくいこともあり，その原理についての誤解も
多い．そこで本稿では，特徴点抽出の原理を Harris作用素を中心にして解説する．
キーワード：特徴点，Harris作用素，局所相関，微分幾何学，コンピュータビジョン

1. は　じ　め　に

画像内の点や線などのプリミティブの抽出はコンピ

ュータビジョンの最初の処理であり，それに基づいて

その後の処理が行われる．コンピュータビジョンは人

間の視覚機能を計算機で実現する研究であり，その重

要性はだれもが認識しているものの，実際に実用化さ

れた技術は余り多くない．その理由の一つに，理論と

実際の処理との距離が離れすぎているという点が挙げ

られる．例えば今日入手可能なコンピュータビジョン

の教科書(1–7)には射影幾何学や統計的推定，最適化計

算などを中心として書かれているが，その解析の元と

なる画像内の点をどう抽出するかについて余り触れら

れていない．

一方，伝統的な画像処理は領域に対するものが多い

ため，市販の教科書(8–10) では，エッジ検出，領域分

割，画像修復，輝度値変換などを中心とし，点の検出

についてはほとんど触れていない（文献(9) が後述の

Moravec作用素に触れているが，やや例外といえる）．

そこで本稿では，コンピュータビジョンのための特
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徴点とはどのような点か，そして，それをどうすれば

抽出できるかについて，現在最もよく用いられている

Harris作用素を中心にして解説する．

2. 特徴点の抽出

ステレオ画像や動画像から三次元復元を行うには画

像間で点と点の対応を決定する必要がある．カメラを

厳密に平行移動する場合や視差が少ない場合はすべて

の画素の対応を決めることも可能であるが，普通は計

算コストのため，まず対応の取りやすい点を選び，こ

れらの点の間の対応を決定する．この対応の取りやす

い点は特徴点 (feature point)，関心点 (interest point)，

あるいは普通は対象物の角や線の交わりが選ばれるこ

とから頂点 (corner)と呼ばれる．本稿では以下「特徴

点」という用語を用いる．

ある画像上の点 pと別の画像上の点 qが対応するか

否かを決定するための最も基本的な基準は，次の残差

平方和(注1)(residual sum of squares)によるテンプレー

トマッチングで局所相関を測ることである．

J(p, q) =
∑

(i,j)∈N
|Tp(i, j)− Tq(i, j)|2 (1)

(注1)照明変化を打ち消すために Tp(i, j), Tq(i, j) の各々から定数
を引いて総和を 0 にしたり，定数を掛けて二乗和が 1 に正規化す
ることもよく行われる．そのような比較は正規化相関 (normalized
correlation) を測っていることに相当する．ただし，その分本来の
識別力は低下する．
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図 1 Harris作用素による特徴点抽出の例

ただし Tp(i, j), Tq(i, j)はそれぞれ点 p, q を中心とす

るある局所領域（テンプレート）N の輝度値である．
これは対応する画素間の色や明るさの違いの総和を求

めるものであり，この値が小さければ対応する可能性

が高いであろう．

しかし，点 pまたは qが一様な色や明るさ領域にあ

れば，テンプレートを移動しても J はほぼ同じ値を取

るため，厳密な対応を決定しにくい．言い換えれば，厳

密な対応を得るためにはその点を含む局所領域内で色

や明るさに顕著な変化がなければならない．

このことから，精度の良い対応を求めるにはその近

傍で色や濃淡変化の激しい点を選べばよいことになる．

そのような点に高い値を与える関数が特徴点抽出の作

用素 (operator)である．そして，それが極値を与える

点をその値の大きい順に指定した個数だけ取り出す．

図 1は後述のHarris 作用素によって特徴点を抽出した

例である．

3. 微分幾何学的アプローチ

画素 (x, y)の輝度値 f(x, y)を高さと解釈し，x, yを

連続変数とみなせば画像は一つの曲面とみなせる．こ

の曲面の特徴ある点を f(x, y)の微分に基づいて選ぶ

のが微分幾何学的アプローチである．

3.1 不変量

このアプローチでは２階微分までが必要となる．なぜ

ならグラデーションのような一様な輝度こう配の領域か

ら特徴点を取り出すのは望ましくないからである．更に，

輝度曲面の形状を記述する量であれば，座標回転（x軸

をどちらの向きにとるか）に関する不変量 (invariant)

でなければならない．例えば x方向の微分値 fx は x

軸をどちら向きにとるかに依存する．しかし，例えば

ラプラス作用素 (Laplacian)

∆f = fxx + fyy (2)

は x軸がどちら向きかによらない不変量である．

不変量の理論によれば，曲面 f(x, y)のこう配 (gra-

dient) ∇f とヘッセ行列 (Hessian) H を

∇f =

(
fx

fy

)
, H =

(
fxx fxy

fxy fyy

)
(3)

と定義するとき，可能な不変量は式 (2)のラプラス作

用素∆f (= trH)と

‖∇f‖2 = f2
x + f2

y (4)

detH = fxxfyy − f2
xy (5)

(∇f,H∇f) = fxxf
2
x + 2fxyfxfy + fyyf

2
y (6)

及びこれらの組合せに限られることが知られている（本

稿ではベクトル a, bの内積を (a, b)と書く）．

3.2 曲率

代表的な不変量は曲面の曲率に基づく量である．曲

面をその上のある点の法線ベクトルを含む平面（これ

をその点の法平面 (normal plane)という）で切った切

り口のその点での曲率を法曲率 (normal curvature)と

いう．その点のいろいろな向きの法平面を考えたとき

の法曲率の最大値と最小値 κ1, κ2 を主曲率 (principal

curvature)といい，それらの平均と積

H =
κ1 + κ2

2
, K = κ1κ2 (7)

をそれぞれ平均曲率 (mean curvature)，ガウス曲率

(Gaussian curvature)（または全曲率 (total curva-

ture)）と呼ぶ(11)．

ガウス曲率 K が正，負，0 の点はそれぞれ楕円型

(elliptic)，双曲型 (hyperbolic)，放物型 (parabolic)で

あるという (図 2)．これらはそれぞれ二つの主曲率が

同符号，異符号，どちらかが 0の点である．針金の枠

に張った石けん膜のような面積が最小の曲面（これを

最小曲面 (minimal surface)という）では平均曲率 H

が 0となる．当然，すべての点が放物型である．

平均曲率H とガウス曲率K を微分を用いて表すと

次のようになる(11)．

H =
fxx + fyy + fxxf

2
y − 2fxyfyfx + fyyf

2
x

2(1 + f2
x + f2

y )

=
1
2

(
∆f − (∇f,H∇f)

1 + ‖∇f‖2
)

(8)

K =
fxxfyy − f2

xy

1 + f2
x + f2

y

=
detH

1 + ‖∇f‖2 (9)
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(a) K > 0 (b) K < 0 (c) K = 0

図 2 ガウス曲率 K による曲面の分類

3.3 曲率に基づく特徴抽出

上記の考え方に基づいて，例えば式 (9)のガウス曲

率K，あるいは ‖∇f‖が小さいときの近似 detHを特

徴抽出の作用素とすることもできる(12)．代表的なもの

に次の Kitchen-Rosenfeld作用素(13) がある．

Kitchen-Rosenfeld =
fxxf

2
y + fyyf

2
x − 2fxyfxfy

f2
x + f2

y

(10)

これは式 (8)の平均曲率に似ており，不変であることが

確かめられる．この不変性より x軸をどの方向にとっ

てもよい．こう配 ∇f の方向にとると fy = 0であり，

上式は fyy となる．ゆえに式 (10)は最大こう配方向に

直交する方向の輝度値の曲率を測っている．言い換えれ

ば，この絶対値の大きい点は，エッジ上でエッジに沿っ

た輝度値が極値をとる点である．Dreschler・Nagel(14)

は detH の極大値と極小値を結ぶ線分上で detH = 0

となる点を特徴点とすることを提案したが(注2)，これ

は Kitchen-Rosenfeld作用素で求まるものと同じにな

る(15)．

類似のものに次の Zuniga-Haralick 作用素(16) があ

る．

Zuniga-Haralick =
fxxf

2
y + fyyf

2
x − 2fxyfxfy

(f2
x + f2

y )3/2
(11)

これも同様に考えれば fyy/fxとなり，エッジに沿った

輝度値が極値をとり，かつエッジ強度の高い点を選ん

でいる(注3)．これは式 (9)より，‖∇f‖が大きいときの
ガウス曲率K の近似になっている．

これら微分幾何学に基づく方法では２階までの微分

fx, fx, fxx, fxy, fyy を計算する必要がある．素朴な方

法は微分を差分に置き換えることであるが，ランダム

(注2)彼らは detH を「ガウス曲率」K と呼んでいる．そう誤解を
する人が多いが，正しくは式 (9)であり，detH は ‖∇f‖ が小さい
ときの K の近似である．
(注3)原論文(16) の符号が逆であるが，本質的ではない．

誤差に左右されやすいので，近傍を平滑化してから差

分に置き換えたり，多項式曲面を当てはめて，その多項

式の２階微分を用いたりする(17)．Zuniga・Haralick(16)

は当てはめた三次曲面の係数を用いている．

Wang・Brady(18)はまずエッジを検出し，差分に置

き換えて計算したエッジ方向の 2階微分の極値を求め

ている．これは式 (11)の Zuniga-Haralick 作用素と同

じ値を計算していることになる．

4. Harris作用素

4.1 定義

微分幾何学に基づくアプローチでは２階微分が必要

であるが，今日最もよく用いられている Harris 作用

素(19) は次のように定義され，１階微分のみしか計算

しない．

Harris = det Ĉ − k(trĈ)2 (12)

Ĉ =

(
Gσ(f2

x) Gσ(fxfy)

Gσ(fxfy) Gσ(f2
y )

)
(13)

ただし kは定数(注4) であり，Gσ( · )は標準偏差 σのガ

ウス分布による平滑化を表す．そして，式 (12)の正の

極大値を大きい順に指定した個数だけ取り出す．

１階微分だけからは特徴点が得られないはずなのに，

なぜ特徴点が抽出できるのであろうか．なぜこう配が

一様な領域からは特徴点が選ばれないのであろうか．そ

の秘密はガウス平滑化Gσ( · )にある．これはランダム
誤差を除去するためではなく（そう誤解している人が

多い），２階微分の計算の代用になっているのである．

(注4)Harrisは 0.04を推奨したとされるが，著者らの実験では 0.06 ∼
0.08 が適当だと思われる．
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4.2 解釈

前述のことを説明するために，まず平滑化していな

い行列C を考える．これは次のように書ける．

C =

(
f2
x fxfy

fxfy f2
y

)
= ∇f∇f> (14)

これは方向テンソル (direction tensor)とも呼ばれ，こ

う配∇f が一つの固有ベクトルであり，その方向に固
有値 ‖∇f‖2を持つ．そして，もう一つの固有ベクトル
はそれと直交し，固有値が 0である．したがってCは

ランク 1の特異行列であり，detC = 0である．Ĉ は

これを平滑化したものであり，

Ĉ = Gσ(∇f∇f>) =
∑
α

Wα∇fα∇f>α (15)

となっている．ここに fαは第 α画素の輝度値であり，

Wαはそのガウス重みである．すなわち Ĉ は近傍内で

の方向∇f の重み付き（二次）モーメント行列である．
もしこう配がその近傍で一定なら det Ĉ は依然とし

て 0であるが，こう配がその近傍でいろいろな方向に分

散していれば、それらの平均は非零の固有値の 2方向を

持ち，その行列式はもはや 0ではない．すなわち det Ĉ

はこう配方向の広がりの程度を測るものである．一方，

式 (15)より trĈ = Gσ(‖∇f‖2) =
∑
αWα‖∇fα‖2 で

あり，これはその近傍内でのこう配の大きさ（の二乗）

の平均である．

以上より，式 (12) は，なるべくこう配方向が広が

り，かつなるべくこう配が小さい点を選んでいること

になる(注5)．これは輝度値分布に大きな凹凸のある点

である．

4.3 平滑化の役割

以上より，ガウス平滑化 Gσ( · ) を施さなければ式
(12)は −k‖∇f‖2 になり，単にこう配の大きさしか評
価しないが，ガウス平滑化Gσ( · )によってその変動を
（２階微分を使わないで）評価していることがわかる．

しかし，実は３階微分までも評価しているのである．

これを見るために f(x, y)を次のようにテイラー展開

する．

f(x+ δx, y + δy) = f + fxδx+ fyδy

+
1
2

(fxxδx2 + 2fxyδxδy + fyyδy
2) + · · · (16)

(注5)trĈ を二乗しているのは，det Ĉ が f の四次の量であり，trĈ
が二次の量であるから，輝度値のスケールに不変になるように次元
をそろえるためである．

ガウス平滑化 Gσ( · )は平均操作であるからGσ(δx) =

Gσ(δy) = 0である．また，等方性（どの方向にも分散

は σ2）を仮定しているからGσ(δx2) = Gσ(δy2) = σ2,

Gσ(δxδy) = 0である．ゆえに

Gσ(f) = f +
σ2

2
∆f +O(σ4) (17)

となる (∆fは式 (2)のラプラス作用素）．そこでGσ(f2
x)

= f2
x +σ2∆f2

x/2 + · · ·, Gσ(f2
y ) = f2

y +σ2∆f2
y /2 + · · ·,

Gσ(fxfy) = fxfy + σ2∆(fxfy)/2 + · · ·を式 (13)に代

入して整理すると次のようになる(注6)．

Ĉ=C+σ2

(
H2+

1
2

(
(∇f)(∇∆f)>+(∇∆f)(∇f)>

))

+O(σ4) (18)

ラプラス作用素 ∆は２階微分であるから，行列 Ĉ は

f の３階微分までを評価していることがわかる．

4.4 平滑化のスケール

Harris 作用素を計算するには１階微分 fx, fy が必

要である．これにはガウス平滑化微分，すなわちガウ

ス関数との畳み込み積分をしてから差分をとる．実際

にはガウス関数の微分を離散化したフィルタを掛けれ

ばよい．このガウス平滑化は単にランダム誤差を低減

させるためであり，２階及び３階微分の計算の手段と

しての式 (13)のガウス平滑化 Gσ( · )とは意味が異な
る(注7)．

最近ではこの平滑化のスケールを自動調節する研究

がある．これによって変化の少ないところでは大きな

特徴パターンを，込み入った部分では小さい特徴パター

ンを持つ特徴点が適応的に得られる(21)．更に座標回転

だけでなく，任意のアフィン変換にも不変な値が得ら

れる工夫もされている(22)．

4.5 応用と変形

式 (13)の行列 Ĉの固有値を λ1, λ2とすると，Harris

作用素の不変性から Ĉ が対角化されるように xy座標

系を回転しても値は同じである．したがってHarris作

用素 (12)は次のように書ける.

Harris = λ1λ2 − k(λ1 + λ2)2 (19)

Harris作用素の目的は λ1, λ2が共に小さく，かつなる

べく λ1 ≈ λ2とする点を選ぶことである．このために

は他の基準も考えられる．
(注6)文献(20) の説明では３階微分の項が無視されている．
(注7)あらかじめ画像をガウス平滑化するから式 (13) のガウス平滑
化 Gσ( · ) は必要ないと誤解する人もいるので注意が必要である．
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(a) Moravec 作用素 (b) KLT (c) SUSAN

図 3 図 1の画像に他の作用素を適用した例

動画像上で特徴点を追跡するためにTomasiら(23)が

開発し，Web上(注8)に公開されているKanade-Lucas-

Tomasi 法 (KLT) では，特徴点の追跡のしやすさの

指標として(注9)min(λ1, λ2)を採用している(24)．一方，

明確な直線の交点を抽出する目的で Chabatら(25) は√
1− (λ1 − λ2)2/(λ1 + λ2)2‖∇f‖を用いている(注10)．

5. 微分を用いない方法

Harris作用素は１階微分とガウス平滑化の組合せで

高階微分を評価するものであるが，全く微分を用いな

い方法もある．最も単純なのはいろいろな向きや形の

頂点を表すテンプレートを用意して，それとの局所相

関をとることであるが(26–28)，どんな向きや形の頂点

にも対応しようとすると多くのテンプレート，あるい

は高い次元の空間(29,30) が必要になる．

一つのマスクで済ませるものとしては，その点の近

傍の輝度値の各方向の分散を直接に評価するの次の

Moravec作用素(31) がある．

Moravec =
1
8

∑

k,l=0,±1

|f(x+k, y+l)−f(x, y)|(20)

また，マスク内のメジアンとの比較(32) や，特定の方

向のみの相関を測る方法もある(33)．

Moravec作用素が8方向しか考慮しないという欠点を

改良したものに SUSAN (Smallest Univalue Segment

Assimilating Nucleus) があり(34)，プログラムも公開

されている(注11)．これは輝度値が不連続に変化する凸

領域の曲率の大きい頂点を探索しようとするもので，

(注8)http://robotics.stanford.edu/˜birch/klt/
(注9)行列 Ĉ は局所的なオプティカルフローを求める連立一次方程式
に係数に一致するので，この固有値が大きいほど計算されるフロー
の精度が高い(23)．

(注10)原論文では異なる式であるが，これに変形できる．
(注11)http://www.fmrib.ox.ac.uk/˜steve/susan/

次式で表される．

SUZAN =
∑

(x′,y′)∈Mx,y

cx,y(x′, y′) (21)

cx,y(x′, y′) =

{
1, |f(x′, y′)− f(x, y)| ≤ t
0, |f(x′, y′)− f(x, y)| > t

(22)

ただしMx,y は注目画素 (x, y)を中心とするある近傍

領域であり，tはあらかじめ定めたしきい値である．式

(21)は近傍領域内の中心画素と輝度値の差が小さい画

素数を数えるものであり，その極小点を特徴点とする．

例えば２値画像の直線の境界上の点では式 (21)は近傍

領域の画素数の 50%となり，直角の頂点のすぐ内側で

は 25%，すぐ外側では 75% となる．このような不連

続性から検出位置のずれが少ないとされている．

されにこれを変形したものに次の MIC (Minimum

Intensity Change)と呼ばれるものがある(35)．

MIC = min
t2+s2=r2

(
(f(x+ t, y + s)− f(x, y))2

+(f(x− t, y − s)− f(x, y))2
)

(23)

ただし rは注目画素 (x, y)を中心とする円形小領域の

半径である．これは注目画素を通る直径の両端で注目

画素と異なる輝度値があるかどうかを調べている．

SUSANやMICは注目画素と近傍画素の輝度値 f の

みを比較しているが，輝度値こう配 ∇f まで比較し，
指定した回転対称性（90◦対称，60◦対称など）を評価

する試みもある(36)．またモーフォロジー演算を用いる

試みもある(37)．

6. お　わ　り　に

本稿では，コンピュータビジョン研究の最初の処理

である特徴点検出法を，代表的なHarris作用素を中心

として解説した，ただし，原理や解釈を中心に説明し，
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優劣や計算効率には触れなかった．手法の優劣比較は

現実には困難で，どの文献でも結局は少数の画像例に

適用して人間の目で見た主観評価に頼っている．例え

ば，図 3は図 1と同じ画像に別の作用素を適用したも

のである．細部は異なっているが，似たような特徴点

が検出されている．文献(38) では比較的系統的に実験

しているが，それでも使用した画像や使用目的に依存

し，必ずしも一般性があるとはいえない．ある程度は

試行錯誤でそれぞれの目的に合うものを探す必要があ

る．計算効率も手法ごとに異なり，インプリメントの

方法や近傍サイズの選び方など多くの要因によるので

一概には比較できない．

本稿では輝度値の変動に基づく特徴点抽出に限定し

たが，これ以外にまず物体の輪郭線を抽出し，その離

散曲率から頂点や変曲点を検出したり，スケール空間

の理論を適用して輪郭線上の特徴点を定義する研究も

多い．

なお，本稿で紹介した Harris作用素のプログラムは

著者のホームページ(注12)で公開している．
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