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楕円当てはめの精度比較：
最小二乗法から超精度くりこみ法まで

横田健太 †1 村田和洋 †2 菅谷保之 †2 金谷健一 †1

画像から抽出した点列に楕円を当てはめる手法として，「最小二乗法」とそれを反復
的に改善する「重み反復法」，「Taubin法」とそれを反復的に改善する「くりこみ法」，
「超精度最小二乗法」とそれを反復的に改善する「超精度くりこみ法」，再投影誤差を
最小にする「最尤推定」とそれを事後的に補正する「超精度補正」をまとめる．そし
て，これらの精度を実験的に比較し，次のことを示す．1. 従来から最尤推定が最も高
精度であるとみなされていたが，新たに提案された超精度くりこみ法はそれよりさら
に精度が高い．2. 最も精度が高いのは超精度補正であるが，超精度くりこみ法との差
は非常にわずかである．3. 最尤推定解の計算はノイズが大きいと収束しないことがあ
るのに対して，超精度くりこみ法はノイズに対してロバストである．これらの結果か
ら，実用的には超精度くりこみ法が最も優れた方法であることを結論する．
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We summarize the following techniques for fitting an ellipse to a point se-
quence extracted from an image: “least squares” and its update by “iterative
reweight”, the “Taubin method” and its iterative update by “renormalization”,
“HyperLS” and its iterative update by “hyper-renormalization”, “maximum
likelihood (ML)” which minimize the reprojection error and its a posteriori
“hyperaccurate correction”. We experimentally compare their accuracy and
show the following: 1. Newly proposed hyper-renormalization is more accurate
than ML, which has been widely regarded as the most accurate. 2. The most
accurate is the hyperaccurate correction of ML, but the difference from hyper-
renormalization is very small. 3. While iterations for computing ML may not
always converge in the presence of large noise, Hyper-renormalization is more
robust that ML. From these, we conclude that hyper-renormalization is the best
method in practical situations.
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1. ま え が き

シーン中の円形の物体を撮影すると画像中では楕円となり，その投影像からその物体の 3

次元位置が解析できる7)．このため，画像から抽出した点列に円や楕円を当てはめることは

視覚ロボットを含む広範な応用の基本的な処理の一つであり，抽出したエッジ点列が楕円を

なすかどうかを判定して楕円弧を抽出する種々の研究がなされている1),23)．一方，筆者ら

はノイズを含むデータに対する楕円当てはめのさまざまな方法を提案し，その精度や計算効

率を評価してきた22),27),28)．点列に楕円を当てはめる方法として，次のような方法が知ら

れている．

1)再投影誤差の最小化に基づく方法

当てはめる楕円と点列との距離の二乗和（「再投影誤差」と呼ばれる5)）を最小にするよ

うに楕円を定める．データ点は真の位置に一様等方な正規分布に従うノイズが独立に加わっ

たとみなすと尤度の最大化に相当するので，「最尤推定」とも呼ばれる．再投影誤差は「サ

ンプソン誤差」と呼ばれる関数でよく近似され，サンプソン誤差を最小化する反復手法と

して Chojnackiら3) の「FNS法」，Leedanら20) やMateiら21) の「HEIV法」，筆者ら

の「射影ガウスニュートン法」17),28) がある．また，これらを反復的に適用することよって

厳密な最尤推定解が計算される18),19),22)．

2)代数距離の最小化に基づく方法

0になるべき楕円の式の二乗和（「代数的距離」と呼ばれる）を最小にするように式の係

数を定める．計算が単純で再投影誤差最小化の反復の初期値として利用される25)．しかし，

代数的距離は係数をすべて 0とすると最小値 0となるので，係数間に制約条件を課す必要が

あり，解はその制約に依存する．最も単純なものは係数の二乗和を 1とするもので，「最小

二乗法」（あるいは「代数的距離最小化法」）と呼ばれる．より精度の高い方法に「Taubin

法26)」がある．筆者ら6),15),16) は高次の誤差項を除いて偏差が存在しない「超精度最小二

乗法」を提案した．これらはすべて固有値問題に帰着するが，制約条件は必ずしも正値 2次

形式ではないので，厳密には特定の評価関数を最小にするものではない．

3)最小化によらない方法

データから解を計算する手続きを指定する．解はデータの関数となるので，誤差解析に

より精度がなるべく高くなるように計算方式を定める．古くから知られているのは「重み

反復法」であり，筆者らの「くりこみ法8),9)」はこれを改良するものである．最近筆者らは

さらに精度を向上させる「超精度くりこみ法14)」を提案した．一方，再投影誤差またはサ
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図 1 点列に楕円を当てはめる．

ンプソン誤差を最小化する解を計算し，その誤差を評価し，精度を向上させる「超精度補

正12),27)」も知られている．

最小化による方法は評価関数を決めればどういう計算で最小化しても解は同じであるが，

計算手続きを指定する方法は解の精度が高くなるように手順を工夫できる．この意味で最小

化よりも一般的であり柔軟である．これは統計学における「推定関数4)」の方法に相当する

とみなせる．本論文では上述のさまざまな方法の精度を実験的に比較し，まだ実験的評価が

なされていない超精度くりこみ法が再投影誤差またはサンプソン誤差を最小化する方法よ

りも高精度であることを示す．

2. 楕円当てはめ

楕円の方程式は次のように書ける．

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2f0(Dx + Ey) + f2
0 F = 0 (1)

ただし f0 はスケールを調節する固定した定数である（実験では f0 = 600とした）．係数

全体を何倍しても同じ楕円を表すので，

A2 + B2 + C2 + D2 + E2 + F 2 = 1 (2)

と正規化する．ノイズ（以下，データの誤差を「ノイズ」と呼ぶ）のあるデータ点 (x1, y1),

..., (xN , yN )に楕円を当てはめることは

Ax2
α + 2Bxαyα + Cy2

α + 2f0(Dxα + Eyα) + f2
0 F ≈ 0, α = 1, ..., N (3)

となる A, B, C, D, E, F を計算することである（図 1）．6次元ベクトル

ξα = (x2
α, 2xαyα, y2

α, 2f0xα, 2f0yα, f2
0 )>, θ = (A, B, C, D, E, F )> (4)

を定義し，ベクトル a, bの内積を (a, b)と書けば式 (3)は次のように書ける．

(ξα, θ) ≈ 0, α = 1, ..., N (5)

式 (2) の正規化は ‖θ‖ = 1 と等価である．点列 (xα, yα) は真の位置 (x̄α, ȳα) に期待値 0，

標準偏差 σの独立な正規分布に従うノイズ∆xα, ∆yα が加わったものであるとみなすと ξα

の誤差は第 1近似において次のようになる．

∆ξα = (2xα∆xα, 2∆xαyα + 2xα∆yα, 2yα∆yα, 2f0∆xα, 2f0∆yα, 0)> (6)

仮定より E[∆x] = E[∆y] = 0, E[∆x2] = E[∆y2] = σ2, E[∆x∆y] = 0であるから，ξα

の共分散行列は次のようになる．

V [ξα] ≡ E[∆ξα∆ξ>
α ] = σ2V0[ξα] (7)

ただし，V0[ξα]を次のように置き，「正規化共分散行列」と呼ぶ．

V0[ξα] = 4



x2
α xαyα 0 f0xα 0 0

xαyα x2
α + y2

α xαyα f0yα f0xα 0

0 xαyα y2
α 0 f0yα 0

f0xα f0yα 0 f2
0 0 0

0 f0xα f0yα 0 f2
0 0

0 0 0 0 0 0


(8)

理論的にはこれは真の位置 (x̄α, ȳα)で評価すべきであるが，実験によると観測値 (xα, yα)

で評価しても結果に差がない．またこれは ∆xα, ∆yα の第 1 次近似に基づいているが，2

次以上の項を考慮しても最終結果に影響がない．

3. 重み反復法と最小二乗法

古くから知られていた方法は次の「重み反復法」である．

( 1 ) Wα = 1, α = 1, ..., N と置き，θ0 = 0とする．

( 2 ) 次の行列M を計算する．

M =
1

N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α , (9)

( 3 ) 固有値問題Mθ = λθ を解いて，最小固有値に対する単位固有ベクトル θ を計算

する．
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( 4 ) 符号を除いて θ ≈ θ0 なら θ を返して終了する．そうでなければ次のように更新して

ステップ (2)に戻る．

Wα ← 1

(θ, V0[ξα]θ)
, θ0 ← θ (10)

この方法の背景は文献 14)に述べられているが，何かの評価関数を最小にするものではな

い．初期状態Wα = 1のもとで計算される θ （以下，便宜上「初期解」と呼ぶ）は代数距

離
∑N

α=1
(ξα, θ)2 を最小にする単位ベクトル θ であり，「最小二乗法」と呼ばれる方法に一

致する．しかし，最小二乗法も重み反復法も偏差が非常に大きく，ほぼ常に真の楕円よりも

小さい楕円が当てはまることが知られている11)．この偏差を除去して精度を向上させる工

夫が筆者らの「くりこみ法8),9)」である．

4. くりこみ法と Taubin法

筆者らが提案した「くりこみ法8),9)」は次の手順である．

( 1 ) Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

( 2 ) 次の行列M , N を計算する．

M =
1

N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α , N =

1

N

N∑
α=1

WαV0[ξα] (11)

( 3 ) 一般固有値問題Mθ = λNθ を解いて，最小一般固有値 λに対する単位一般固有ベ

クトル θ を計算する．

( 4 ) 符号を除いて θ ≈ θ0 なら θ を返して終了する．そうでなければ次のように更新して

ステップ (2)に戻る．

Wα ← 1

(θ, V0[ξα]θ)
, θ0 ← θ (12)

文献 8)，9)ではステップ (3)を固有値問題に置き換えて解く方法が示されているが，解は同

一である11)．この方法の背景も文献 14)に述べられているが，何かの評価関数を最小にする

ものではない．初期状態Wα = 1のもとで計算される初期解は拘束条件 (θ,
∑N

α=1
V0[ξα]θ)

= 1のもとに代数距離
∑N

α=1
(ξα, θ)2 を最小にする「Taubin法26)」にほかならない．

式 (8)から分かるように，式 (11)の行列N は第 6行第 6列が 0の半正値対称行列であ

るが，一般固有値問題Mθ = λNθ を解く通常のライブラリツールではN が正値対称行

列と仮定されている. しかし，Mθ = λNθ は次のように書き直せる．

Nθ =
1

λ
Mθ (13)

式 (11)の行列M はノイズのあるデータに対しては正値対称行列であるから（ノイズがな

いときのみ最小固有値が 0となる），式 (13)を解くことによって一般固有ベクトル θ が求

まる．文献 8)，9)の固有値問題に置き換えるくりこみ法の手順はこの手続きを避けるため

であった．

5. 超精度くりこみ法と超精度最小二乗法

最近筆者らが提案した「超精度くりこみ法14)」の手順は次のようになる．

( 1 ) Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

( 2 ) 次の行列M , N を計算する．

M =
1

N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α ,

N =
1

N

N∑
α=1

Wα

(
V0[ξα] + 2S[ξαe>]

)
− 1

N2

N∑
α=1

W 2
α

(
(ξα, M−

5 ξα)V0[ξα] + 2S[V0[ξα]M−
5 ξαξ>

α ]
)

(14)

ただし eは次のベクトルである．

e = (1, 0, 1, 0, 0, 0)> (15)

また S[ · ]は対象化作用素であり (S[A] = (A + A>)/2)，M−
5 は行列M のランク

5の一般逆行列，すなわちM の最小固有値を 0に置き換えた一般逆行列である．

( 3 ) 一般固有値問題Mθ = λNθ を解いて，絶対値が最小の一般固有値 λに対する単位

一般固有ベクトル θ を計算する．

( 4 ) 符号を除いて θ ≈ θ0 なら θ を返して終了する．そうでなければ次のように更新して

ステップ (2)に戻る．

Wα ← 1

(θ, V0[ξα]θ)
, θ0 ← θ (16)

この方法の導出は文献 14)に述べられているが，何かの評価関数を最小にするものではな

い．一般固有値問題Mθ = λNθ の解 θ の誤差を詳細に解析し，精度を最大化するように

行列N を最適化したものである．そして，その解は高次の誤差項を除いて偏差が 0である
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表 1 最小化によらない方法のまとめ．

初期解 重み更新 最終解
最小二乗法 −→ 重み反復法
Taubin 法 −→ くりこみ法

超精度最小二乗法 −→ 超精度くりこみ法

という特徴がある14)．初期状態Wα = 1のもとで計算される初期解は筆者らの「超精度最

小二乗法15),16),24)」に一致し（N の式がやや異なるが解は同じ），その解はやはり高次の

誤差項を除いて偏差が 0である．式 (14)の行列N は正値ではなく，負の固有値も含んで

いる．したがってステップ (3)は式 (13)に置き換えて解く．以上より，最小化によらない

方法は表 1のように整理できる．

6. 最尤推定と超精度補正

一方，最小化に基づく Chojnackiら3) の「FNS法」は次のように記述できる．

( 1 ) Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

( 2 ) 次の行列M , Lを計算する．

M =
1

N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α , L =

1

N

N∑
α=1

W 2
α(θ0, ξα)2V0[ξα] (17)

( 3 ) 固有値問題 (M − L)θ = λθ を解き，最小固有値 λに対する単位固有ベクトル θ を

計算する．

( 4 ) 符号を除いて θ ≈ θ0 なら θ を返して終了する．そうでなければ次のように更新して

ステップ (2)に戻る．

Wα ← 1

(θ, V0[ξα]θ)
, θ0 ← θ (18)

これは次の「サンプソン誤差」を最小にする手続きである．

J =
1

N

N∑
α=1

(ξα, θ)2

(θ, V0[ξα]θ)
(19)

この θに関する微分は式 (17)の行列M , N を用いれば∇θJ = 2(M −L)θと書ける25),28)．

上記の手続きは ∇θJ = 0となる θ を求めるものであり，Leedan ら20) や Mateiら21) の

「HEIV法」，筆者らの「射影ガウスニュートン法」17),28) でも同じ解が計算される．初期状

態Wα = 1のもとで計算される初期解は最小二乗法に一致する．最終的に得られた解を用

いて上式のサンプソン誤差に修正を加えて，それをまた FNS法（あるいは HEIV法，射影

ガウスニュートン法）で最小化し，これを反復することによって再投影誤差を最小にする解

が計算される18),19),22)．しかし，実験によればサンプソン誤差を最小化する解と再投影誤

差を最小にする解は有効数字数桁に渡って一致する．そこで以下ではこれらを包括して「最

尤推定」と呼び，計算法は FNS法で代表させる．

この解の「超精度補正」とは，得られた解 θ の偏差を精密に解析して，それを事後的に

引き算によって補正するものである12),27)．その手順は次のようになる．

( 1 ) 次のように σ2 を推定する．

σ̂2 =
(θ, Mθ)

1 − 5/N
(20)

ただし，M は FNS法の終了時点での値を用いる．

( 2 ) 次の補正項を計算する．

∆cθ =
σ̂2

N2
M−

5

N∑
α=1

W 2
α(ξα, M−

5 V0[ξα]θ)ξα (21)

ただし，Wα は FNS法の終了時点での値を用いる．

( 3 ) θ ← N [θ −∆cθ]と補正する．ただしN [ · ]は単位ベクトルへの正規化を表す (N [a]

= a/‖a‖)．

7. 実 験

図 2(a)に示す楕円の第 1象限に等間隔に 30点をとる．楕円は長軸半径，短軸半径がそ

れぞれ 100画素，50画素と想定している．各点の x, y座標に平均 0，標準偏差 σ画素の正

規分布に従う乱数ノイズを独立に加え，これに楕円を次の方法で当てはめる：1. 最小二乗

法，2. 重み反復法，3. Taubin法，4. くりこみ法，5. 超精度最小二乗法，6. 超精度くりこ

み法，7. 最尤推定，8. 最尤推定の超精度補正．図 2(b), (c)は σ = 0.5の場合の例である．

点線は真の楕円である．重み反復法，くりこみ法，超精度くりこみ法はいずれも 4回の反復

で収束したのに対して，最尤推定を計算する FNS法は収束に図 2(b)では 9回，図 2(c)で

は 8回の反復を要した．

これを見ると，最小二乗法と重み反復法は偏差が非常に大きく，小さい楕円が当てはまっ

ていることが分かる．図 2(b)では超精度くりこみ法が，図 2(c)では最尤推定の超精度補正

が真の楕円に近い楕円を当てはめている．しかし，結果はデータのノイズに依存するので，

手法の比較には統計的な方法が必要である．
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図 2 (a) 楕円上の 30 点．(b), (c) σ = 0.5 の場合の当てはめの例．1. 最小二乗法，2. 重み反復法，3. Taubin

法，4. くりこみ法，5. 超精度最小二乗法，6. 超精度くりこみ法，7. 最尤推定，8. 最尤推定の超精度補正．
破線は真の形状．

計算した θ と真の値 θ̄ はともに単位ベクトルであることから，その差∆θ を θ の θ̄ に垂

直な成分∆⊥θ = P θ̄θ で測る（図 3(a))．ただし P θ̄ (≡ I − θ̄θ̄
>

)は θ̄ に垂直な空間への

射影行列である．図 3(b), (c)は横軸の各 σに対して 10000回の独立に試行し，次の偏差 B

と RMS(平方平均二乗)誤差 D をプロットしたものである．

B =

∥∥∥ 1

10000

10000∑
a=1

∆⊥θ(a)
∥∥∥, D =

√√√√ 1

10000

10000∑
a=1

‖∆⊥θ(a)‖2 (22)

ここに θ(a) は a回目の試行の解である．図 3(c)中の点線は精度の理論限界を表す KCR下

界2),10),11),13) であり，次のように定義される．

DKCR =
σ√
N

√
trM̄

−
(23)

ただし，M̄
− は行列M（式 (9), (11), (14)）の真値 M̄ の一般逆行列であり（M̄ θ̄ = 0よ

り M̄ はランク 5），trはトレースを意味する．

図 3(b), (c)で重み反復法，最尤推定，最尤推定の超精度補正のプロットが途中で途切れ

ているのは，それより大きいノイズでは反復が収束しなかったためである．ただし，収束判

定は符号をそろえた解 θ と前回の解 θ0 が ‖θ − θ0‖ < 10−6 であるとし，100回反復して

収束しないとき，「収束しない」と判定した．そして 10000回の試行で 1度でも収束しない

とき，実験を打ち切った．図 4(a), (b)は図 3(b), (c)の σ が小さい部分の拡大である．

図 3(b)から分かるように，最小二乗法と重み反復法は偏差が非常に大きい．それに比較

すると Taubin法とくりこみ法は偏差が少ない．超精度最小二乗法と超精度くりこみ法はさ

らに偏差が少なく，最尤推定よりも少ない．解析によって重み反復法，くりこみ法，超精度

θ

∆ θ

θ
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図 3 (a) 計算値 θ の真の値 θ̄ に垂直な成分 ∆⊥θ．(b), (c) 図 2(a) のデータに対する当てはめの偏差 (b) と
RMS 誤差 (c)．横軸は各点に加えたノイズの標準偏差 σ．1. 最小二乗法，2. 重み反復法，3. Taubin 法，
4. くりこみ法，5. 超精度最小二乗法，6. 超精度くりこみ法，7. 最尤推定，8. 最尤推定の超精度補正．(c)

の点線は KCR 下界．
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図 4 (a) 図 3(b) の拡大．(b) 図 3(c) の拡大．

くりこみ法の解の共分散行列の主要項は等しく，KCRの下界に一致することが示せる（付

録）．このため RMS誤差は偏差の与える影響が大きく，図 3(c)に示されるように偏差の減

少がそのまま RMS誤差の減少に結びついている．

超精度くりこみ法は高次の誤差項を除いて偏差が存在しないため，図 3(c)から分かるよ

うに従来最も精度が高いとみなされた最尤推定にほぼ等しい精度になっている．さらに詳

細に見ると図 4(b)に示されるように σ が小さい範囲では最尤推定を上回る精度である．一

方，偏差項を事後的に引き去る最尤推定の超精度補正は図 3(c), 図 4(b)に示すように，わ

ずかであるが他のどの手法よりも RMS誤差が小さい．図 3(b) から分かるように σ が大き

いとき他のどの手法よりも偏差が小さいが，図 4(a)を見ると，σ が小さいときは超精度く
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図 5 (a) 円形物体を含む画像から検出したエッジ画像と，楕円を当てはめたエッジ点（160 点）．(b) 当てはめた
楕円を原画像上に重ねて表示したもの．隠れた部分を半透明で合成している．1. 最小二乗法，2. 重み反復法，
3. Taubin 法，4. くりこみ法，5. 超精度最小二乗法，6. 超精度くりこみ法，7. 最尤推定，8. 最尤推定の
超精度補正．

りこみ法のほうが偏差が少ない．

以上より，最も高精度な楕円当てはめは最尤推定の超精度補正であり，超精度くりこみ法

がほぼそれに匹敵する高精度であることが分かった．ただし，超精度補正のためにはまず最

尤推定解を求める必要があるが，それを計算する FNS法が図 3(b), (c)から分かるように

ノイズが大きいと必ずしも収束しないという問題がある．それに対して超精度くりこみ法

はノイズにロバストであり，数回の反復で収束する．これは初期解が超精度最小二乗法であ

り，図 3, 図 4から分かるように最初から精度の高い解になっているからである．この意味

で超精度くりこみ法が実際の計算には最も適しているといえる．

図 5(a)は円形物体を含む画像から検出したエッジ画像であり，赤色で示した 160個のエッ

ジ点にいろいろな手法で楕円を当てはめた．図 5(b)はそれを原画像上に重ねて表示したも

のである．分かりやすくするために隠れた部分を半透明で合成している．この例では重み反

復法が 4回の反復で，くりこみ法と超精度くりこみ法が共に 3回の反復で収束したのに対

して，最尤推定を計算する FNS法は収束に 6回の反復を要した．この場合もやはり最小二

乗法と重み反復法は小さい楕円が当てはまっている．それ以外の手法はどれも真の楕円に近

い結果を与えている．この場合は最尤推定の当てはめが最も真の楕円に近い．

8. ま と め

本論文では画像から抽出した点列に楕円を当てはめるこれまでに知られている次の方法

をまとめた．

( 1 ) 最小二乗法とそれを反復的に改善する重み反復法．

( 2 ) Taubin法26) とそれを反復的に改善するくりこみ法8),9)．

( 3 ) 超精度最小二乗法15),16),24) とそれを反復的に改善する超精度くりこみ法14)．

( 4 ) 再投影誤差を最小にする最尤推定とそれを事後的に補正する超精度補正12),27)．

そして，これらの精度を実験的に比較した．その結果，次のことが明らかになった．

• 従来から最尤推定が最も高精度であるとみなされていたが，超精度くりこみ法はそれよ
りさらに精度が高い．

• 最も精度が高いのは超精度補正であるが，超精度くりこみ法との差はわずかである．
• 最尤推定解の計算はノイズが大きいと収束しないことがあるの対して，超精度くりこみ
法はノイズに対してロバストである．

この結果から，実用的には超精度くりこみ法が最も優れた方法であると結論される．
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付録 解の共分散行列の評価

重み反復法，くりこみ法，超精度くりこみ法はすべて一般固有値問題 Mθ = λNθ を

解くものである．ただし行列 N は重み反復法では単位行列 I であり，くりこみ法では式

(11)，超精度くりこみ法では式 (14)で与えられる．一方，行列M はすべての方法で同じ

である（式 (9), (11), (14)）．データにノイズがあるとき，ξα の真の値を ξ̄α とし，ξα =

ξ̄α + ∆ξα + · · · と展開する．ただし，∆ξα は O(σ)の項であり，· · · はより高次の誤差項
である．これを代入して行列M , N もM = M̄ + ∆M + · · · , N = N̄ + ∆N + · · · と
同様に展開する．λ, θ も同様に展開して

(M̄ +∆M + · · · )(θ̄ +∆θ + · · · ) = (λ̄+∆λ+ · · · )(N̄ +∆N + · · · )(θ̄ +∆θ + · · · ) (24)

の両辺から O(σ)の項を取り出して等値する．ノイズがないとき M̄ θ̄ = 0であり λ̄ = 0で

あることに注意すると次式を得る．

M̄∆θ + ∆Mθ̄ = ∆λN̄ θ̄ (25)

行列M の定義（式 (9), (11), (14)）から ∆Mθ̄ は次のように書ける．

∆M =
1

N

N∑
α=1

W̄α

(
∆ξαξ̄

>
α + ξ̄α∆ξ>

α

)
+

1

N

N∑
α=1

∆W̄αξ̄αξ̄
>
α , (26)

ただし，反復の収束の時点では Wα = 1/(θ, V0[ξα]θ) になっているとし，Wα = W̄α +

∆Wα + · · · と展開している．式 (25)の両辺と θ̄ との内積をとると次のようになる．

(θ̄, M̄∆θ) + (θ̄, ∆Mθ̄) = ∆λ(θ̄, N̄ θ̄) (27)

しかし，(θ̄, M̄∆θ) = (M̄ θ̄, ∆θ) = 0であり，また式 (26)より (θ̄, ∆Mθ̄) = 0であるか

ら（(ξ̄α, θ̄) = 0に注意），∆λ = 0である．行列 M̄ はランク 5であり，θ̄ がその零ベクト

ルであるから，M̄ の一般逆行列を M̄
− とすると M̄

−
M̄ は θ̄ 方向への射影行列 P θ̄ に等

しい．したがって式 (25)の両辺に M̄
− を掛けることによって ∆θ が次のように書ける．

∆θ = −M̄
−

∆Mθ̄ (28)

ただし，θ が単位ベクトルに正規化されることから∆θ が θ̄ に直交し，したがって P θ̄∆θ

= ∆θ であることを用いた．ゆえに θ の共分散行列は O(σ4)の誤差項を除いて次のように

なる．

V [θ] = E[∆θ∆θ>]

= E[
(

1

N

N∑
α=1

W̄α(∆ξα, θ̄)M̄
−

ξ̄α

)(
1

N

N∑
β=1

W̄β(∆ξβ , θ̄)M̄
−

ξ̄β

)>
]
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=
1

N2

N∑
α,β=1

W̄αW̄βE[(∆ξα, θ̄)(∆ξβ , θ̄)]M̄
−

ξ̄αξ̄
>
β M̄

−

=
1

N2

N∑
α,β=1

W̄αW̄β(θ̄, E[∆ξα∆ξ>
β ]θ̄)M̄

−
ξ̄αξ̄

>
β M̄

−

=
1

N2

N∑
α,β=1

W̄αW̄β(θ̄, σ2δαβV0[ξα]θ̄)M̄
−

ξ̄αξ̄
>
β M̄

−

=
σ2

N2

N∑
α=1

W̄ 2
α(θ̄, V0[ξα]θ̄)M̄

−
ξ̄αξ̄

>
α M̄

−
=

σ2

N
M̄

−
(

1

N

N∑
α=1

W̄αξ̄αξ̄
>
α

)
M̄

−

=
σ2

N
M̄

−
M̄M̄

−
=

σ2

N
M̄

−
(29)

ただしノイズの独立性の仮定からE[∆ξα∆ξ>
β ] = σ2δαβV0[ξα] であること（δαβ はクロネッ

カデルタ），および一般逆行列に関する恒等式 M̄
−

M̄M̄
−

= M̄
−を用いた．これから重み

反復法，くりこみ法，超精度くりこみ法の解 θの共分散行列は高次の誤差項を除いてすべて

等しく，行列N に依らないことが分かる．式 (29)の最後の項が「KCR下界2),10),11),13)」

と呼ばれる精度の理論限界であり，重み反復法，くりこみ法，超精度くりこみ法の解 θ は

すべて高次の誤差項を除いて KCR下界を達成していることが分かる．式 (29)のトレース

をとると trV [θ] = trE[∆θ∆θ>] = E[‖∆θ‖2] となり，この平方根をとると RMS誤差が

評価される（式 (23)）．
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