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制約付きパラメータ推定のための拡張FNS法

金谷 健一 ∗ 菅谷 保之 †

∗岡山大学大学院自然科学研究科 †豊橋技術科学大学情報工学系

線形化可能な制約付き最尤推定のための拡張 FNS法を提案する．これは Chojnackiらの CFNS法に変わる方法であ
る．内部拘束の個数は任意であり，Chojnackiらの FNS法の真の拡張になっている．基礎行列の計算を例にとり，シ
ミュレーションによって精度を理論限界（KCR下界）と比較して，CFNS法は必ずしも正しい解に収束しないが，拡
張 FNS法は常に最適解に収束することを示す．
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We present a new method, called “EFNS” (“extended FNS”), for linearizable constrained maximum likelihood
estimation. This complements the CFNS of Chojnacki et al. and is a true extension of the FNS of Chojnacki
et al. to an arbitrary number of intrinsic constraints. Computing the fundamental matrix as an illustration, we
demonstrate that CFNS does not necessarily converge to an correct solution, while EFNS converges to an optimal
value which nearly satisfies the theoretical accuracy bound (KCR lower bound).

1. まえがき

画像中のシーンに何らかの構造を仮定し，それを
未知パラメータを含む方程式で表し，画像から抽出
したデータをそれに当てはめることによって未知パ
ラメータを定めることはコンピュータビジョンの基
本である．そのような構造はモデル，そのような方
程式は拘束と呼ばれる．
この問題に対して，拘束がパラメータに関して線形

の場合がよく研究され，最尤推定を計算する反復解法
として，FNS法 (Fundamental Numerical Scheme)
[2]，HEIV 法 (Heteroscedastic Errors-in-Variable)
[11]，くりこみ法 [6, 8, 9]，射影ガウス・ニュートン
法 [14]がよく知られている．
しかし，これらは変数間に制約がない場合を対象

としている．実際の問題では，しばしば変数間に制
約がある．例えば基礎行列 F を未知数とする「エピ
極線方程式」は F に関して線形であるが，det F =
0という制約を満たさなければならない．以下，この
ような変数間の制約を内部拘束 と呼ぶ．
変数が内部拘束を満たすようにする方法として，次

の二通りが代表的である．
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事後補正 まず内部拘束を考慮せずに解を求める
（データに誤差がなければ自動的に内部拘束が
満たされる）．次にその解を内部拘束が満たさ
れるように適切に補正する．

直接探索 変数が内部拘束を満たすように再パラメー
タ化し，それを用いて非線形探索を行う．

最尤推定は尤度の負の対数を目的関数とする最小
化に帰着するが，内部拘束を考慮しなければ目的関
数は比較的単純で，FNS法等によって少数の反復で
正しい解が得られる [14, 16]．
それに対して内部拘束を取り込んだ再パラメータ

化を行うと複雑な非線形関数となり，多くの局所解
が現れ [12]，その非線形探索には細心の注意が必要
である．
しかし，誤差の統計的な性質を考慮した最適な補

正を行う事後補正によっても，局所解に陥らないよ
うに工夫した直接探索によっても通常は同等の解が
得られる [15]．
これに対して Chojnacki ら [3] は反復によって自

動的に内部拘束を満たす解を求める方法を提案し，
CFNS法 (Constrained FNS)と呼んだ．ただし，得
られた解が厳密に内部拘束を満たすように微小な事
後補正が必要である [3]．
本論文ではChojnackiらのCFNS法に代わる新し



い方法を提案し，「拡張 FNS 法」と呼ぶ．これは次
の特徴がある．
• CFNS法は内部拘束が一つの場合しか適用でき
ないが，拡張 FNS法では内部拘束の個数は任意
である．

• CFNS法の反復式とFNS法の反復式は形が異な
り，特に関係がない．それに対して拡張 FNS法
は内部拘束の個数が 0の場合がそのままFNS法
となっている．この意味で拡張 FNS法は FNS
法の真の拡張である．

• 拡張 FNS法の解は内部拘束を自動的に満たすの
で，CFNS法のような事後補正は不要である．

そして，基礎行列の計算を例にとり，シミュレー
ションによって CFNS法は必ずしも正しい解に収束
しないが，拡張 FNS法は精度の理論限界（KCR下
界）を満たす最適解に収束することを示す．

2. 数学的基礎

まず内部拘束，共分散行列，KCR下界，最尤推定
についてまとめる．

2.1 内部拘束

データ {ξα}, α = 1, ..., N は n次元ベクトルであ
り，それらの真の値 {ξ̄α}は次式を満たすとする．

(u, ξ̄α) = 0, α = 1, ..., N (1)

ただし，uは未知の n次元ベクトルである．以下，ベ
クトル a, b の内積を (a, b)と書く．問題は誤差のあ
るデータ {ξα}から uを推定することである．
式 (1)の形では未知ベクトル uのスケールが不定

となるので，‖u‖ = 1と正規化する．これも一つの
内部拘束である．そして，これ以外に uに次の r個
の内部拘束が存在するとする．

φk(u) = 0, k = 1, ..., r (2)

これら r個の式は代数的に独立であり，正規化条件
‖u‖ = 1と合わせて互いに横断的1[13]であるとする．
式 (2)はスケール不定の uに対して成立するとし，

Chojnackiら [3]と同様に，各 φk(u)は κk 次同次式
であると仮定する．したがって，任意の 0でない実
数 tに対して次の恒等式が成り立つ．

φk(tu) = tκkφk(u), k = 1, ..., r (3)

1各内部拘束 φk(u) = 0 の定める超曲面がそれらの交わりに
おいて接空間を共有しないこと [13]．

2.2 共分散行列

誤差のあるデータ {ξα}から計算した uの推定量
ûの共分散行列 V [û]を次のように定義する．

V [û] = E[(P U û)(P U û)>] (4)

ただし E[ · ]は誤差分布に関する期待値であり，P U

は変数 uの定義域 U への直交射影子である．定義域
U は n 次元空間Rn の ‖u‖ = 1, φk(u) = 0, k = 1,
..., rの定める代数多様体であり，横断性の仮定より
その次元は n − r − 1 である．式 (4)は ûの誤差を
真値 uにおける U の接空間 Tu(U)に射影し，接空
間上で誤差を評価するという意味である．
各内部拘束 φk(u) = 0 は Rn に超曲面を定義し，

各々の単位法線ベクトルは∇uφk(u)である．横断性
の仮定より，u, ∇uφ1(u), ..., ∇uφr(u)は線形独立
である．これらの張る r + 1次元部分空間を

N = {u,∇uφ1(u), ...,∇uφr(u)}L (5)

で表すと2，これは定義域 U の接空間 Tu(U)の直交
補空間である．

N = Tu(U)⊥ (6)

これを uの補空間と呼ぶ．

2.3 KCR下界

データ {ξα}は真の値 {ξ̄α}に期待値 0，共分散行
列 V [ξα]の正規分布に従う誤差が独立に加わったも
のとすると，次の不等式が uの任意の不偏推定量 û

に対して成り立つ [7, 8, 10]．

V [û] Â
( N∑

α=1

(P U ξ̄α)(P U ξ̄α)>

(u, V [ξα]u)

)−

n−r−1
(7)

ただし，Âは左辺から右辺を引いたものが半正値対称
行列であることを意味し，( · )−r はランク rの一般逆
行列3を表す．Chernovら [1]は式 (7)の右辺をKCR
(Kanatani-Cramer-Rao)下界 と呼んだ．そして，
ûが不偏推定量でなくても，誤差 0の極限で û → u

であれば誤差の高次の項を除いて上式 (7)が成立す
ることを示した．

2.4 最尤推定

データ {ξα}が真の値 {ξ̄α}に期待値 0，共分散行
列 V [ξα]の正規分布の誤差が独立に加わったもので
あるとき，最尤推定はマハラノビス距離の二乗和

J =
N∑

α=1

(ξα − ξ̄α, V [ξα]−n−s(ξα − ξ̄α)) (8)

2いずれかの内部拘束が破られるような方向の全体である．
3スペクトル分解して大きい r 個の固有値を逆数に置き換え，

残りの固有値を 0 に置き換えた行列．
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を式 (1) のもとで最小にするものである4．ただし，
データ {ξα}にも s個の独立な（例えば単位ベクトル
であるなどの）内部拘束が存在すると仮定する．し
かし，その情報は共分散行列 V [ξα]に反映され，以
下の議論ではこれを明示する必要はない．
ラグランジュ乗数を導入して条件 (1)を除去すれ

ば，式 (8) は次式となる [8, 10]．

J =
N∑

α=1

(u, ξα)2

(u, V [ξα]u)
(9)

最尤推定量 ûはこれを内部拘束 ‖u‖ = 1, φk(u) =
0, k = 1, ..., r のもとで最小化するものである．そ
の共分散行列 V [û]は誤差の高次の項を除いて KCR
の下界（式 (7)の右辺）に一致する [8, 10]．

3. CFNS法

Chojnackiら [3]のCFNS法 (Constrained FNS)
は内部拘束を満たし，式 (9)が停留値をとる必要十
分条件が

Qu = 0 (10)

と書ける対称行列Qを定め，次の反復を行うもので
ある．

1. uの初期値を与える．
2. 行列Qを計算する．
3. 固有値問題

Qv = λv (11)

の 0に最も近い固有値 λに対する単位固有ベク
トル vを計算する．

4. 符号を除いて v ≈ uなら v を返して終了する．
そうでなければu ← vとしてステップ 2に戻る．

最後に，得られた解を内部拘束が厳密に満たされる
ように補正する．
しかし，解 uが式 (10)を満たす対称行列 Qは無

数に存在する．それらすべてに対して上記の反復が
収束するとは限らない．Chojnackiら [3]は r = 1の
場合にやや発見的にある行列Qを導いた．その導出
過程は論文からは明らかではない．
本論文では CFNS法は必ずしも正しい解に収束し

ないことを示す（5.2節）．

4. 拡張FNS法

以下，Chojnackiら [3]のCFNS法に代わる新しい
方法を提案する．

4n次元空間 Rn の N 点 {ξα}に超平面 (u, ξ) = 0を各点の
共分散行列に反比例する重み付き距離の二乗和が最小になるよう
に当てはめる問題と解釈できる．

4.1 停留条件

変分原理でよく知られているように，関数 JがRn

中の多様体 U 中で停留値をとる必要十分条件は勾配
∇uJ がその点で U に直交することである．式 (5)の
補空間N を用いれば，これは∇uJ ∈ N と書ける．
しかし，式 (9)は uの 0次同次式であるから，u

を定数倍しても値が変化しない．したがって∇uJ は
常に uに直交している．ゆえに部分空間Mを

M = {∇uφ1(u), ...,∇uφr(u)}L (12)

と定義すれば，∇uJ ∈ N は ∇uJ ∈ M と書ける．
Mの直交補空間M⊥上への射影子を P V と書けば，
停留条件は次のように書ける．

P V∇uJ = 0 (13)

ベクトル ∇uφ1(u), ..., ∇uφr(u) にシュミットの
直交化を施した正規直交系を {u1, ..., ur} とすると，
射影子 P V は次の行列表現を持つ（I は単位行列）．

P V = I −
r∑

k=1

uku>
k (14)

4.2 内部拘束

さらに解 uは内部拘束 φk(u) = 0を満たさなけれ
ばならない．式 (3)は tの恒等式であるから，両辺を
tで微分した次式も tの恒等式である．

(∇uφk(tu),u) = κktκk−1φk(u) (15)

t = 1と置くと次式が成り立つ．

(∇uφk(u), u) = κkφk(u) (16)

したがって，内部拘束 φk(u) = 0, k = 1, ..., r は
(∇uφk(u), u) = 0, k = 1, ..., rと書ける．これは式
(12)のMの定義より u ∈ M⊥を意味する．射影子
P V を用いれば，次のようにも書ける．

P Vu = u (17)

以上より，uが内部拘束を満たし，かつ J が停留す
る必要十分条件は式 (13), (17)である．

4.3 解法の原理

式 (9)を uで微分すると次のようになる．

∇uJ = Mu − Lu (18)

ただし，行列M , Lを次のように定義した．

M =
N∑

α=1

ξαξ>
α

(u,V [ξα]u)
, L=

N∑
α=1

(u, ξα)2V [ξα]
(u, V [ξα]u)2

(19)

27



したがって，式 (13)より，解は次式を満たす．

P V(M − L)u = 0 (20)

式 (17)を満たす解に対して，左辺はP V(M−L)P Vu

と書ける．したがって，対称行列X を

X = P V(M − L)P V (21)

と置けば，問題は

Xu = 0, P Vu = u (22)

を満たす uを求めることに帰着する．
式 (22)の第 1式は解 uがX の零空間に属するこ

とを意味する．一方，P V はM⊥上への射影子であ
るから，式 (21)のX の定義よりXM = 0 である．
すなわち，uとMの両方がXの零空間に含まれる．
しかも式 (22) の第 2式より uはMに直交する．ゆ
えに式 (5)の補空間 N がX の零空間であり，uと
Mの直和である．

N = {u}L ⊕M (23)

したがって，式 (4)中の射影子 P U は次の行列表現
をもつ．

P U = P V − uu> (24)

4.4 反復解法

前節より，解 uを求めることは補空間 N を求め
ることに帰着する．なぜなら，補空間 N が求まれ
ば，その中の ∇uφ1(u), ..., ∇uφr(u)に直交する元
uが解となるからである．その解は次の手順で計算
できる．

1. uの初期値を与える．
2. 式 (19)の行列M , Lを計算する．
3. ベクトル∇uφ1(u), ..., ∇uφr(u)を計算し，これ
にシュミットの直交化を施した正規直交系 {u1,
..., ur}を求める．

4. 式 (14)の射影行列 P V を計算する．
5. 式 (21)の行列X を計算する．
6. 固有値問題

Xv = λv (25)

の絶対値の小さい r + 1個の固有値に対応する
単位固有ベクトル v0, ..., vr を求める．

7. 現在の解 uを次のように N̂ = {v0, ...,vr}L に
射影した ûを計算する．

û =
r∑

k=0

(u, vk)vk (26)

8. 次の u′ を計算する．

u′ = N [P V û] (27)

9. u′ ≈ uなら u′ を返して終了する．そうでなけ
れば u ← N [u + u′]としてステップ 2に戻る．

4.5 解の証明

前節の反復が収束すれば N̂ はXの零空間N に一
致していることが次のように示される．

【証明】 式 (21)のX と式 (14) の P V の定義より，
u1, ..., ur はX の固有値 0 の固有ベクトルである．
ゆえにステップ 5で計算される r + 1個の v0, ..., vr

の内の r 個は常に固有値 0 の固有ベクトルである．
N̂ がX の零空間でないなら，一つの固有ベクトル
v∗は 0でない固有値 λ (6= 0)を持ち，残りの固有ベ
クトルに直交する．それらの張る部分空間がM =
{u1, ...,ur}L であるから5，v∗ はMに直交する．
構成により，式 (26)の ûは N̂ = {v∗}L ⊕Mの

元であり，式 (27)の u′ はそれを N̂ 内でMに直交
する方向へ射影したものであるから，u′ は±v∗に一
致する．反復が終了した時点では u = u′ = ±v∗ で
あり，v∗ は固有値 λの固有ベクトルであるから，u

も式 (25)を満たす．したがって，両辺と uとの内積
をとると

(u, Xu) = λ (28)

となる．しかし，u (= ±v∗)はX のすべての固有
値 0の固有ベクトルと直交するので，それらの張る
部分空間がMに直交する．したがって

P Vu = u (29)

である．このため次の関係が成り立つ.

(u, Xu) = (u,P V(M − L)P Vu)

= (u, (M − L)u) = 0 (30)

等式 (u, Mu) = (u, Lu)が恒等的に成り立つことは
式 (19)のM , Lから直接に確かめることができる．
式 (28), (30)より λ = 0となるが，これは仮定 λ

6= 0に反する．したがって，反復が収束した時点で
は N̂ のすべての元がX の固有値 0の固有ベクトル
であり，X の零空間になっている． 2

これから，Xu = 0であり，式 (29)も成立するか
ら uが式 (22)の問題の解であることがわかる．もち
ろん，これには反復が収束するという前提がある．実
験によると，u′ 6= uのとき，得られた u′ を次のス

5重複固有値の固有ベクトルは不定であるから，計算した X
の固有値 0 の固有ベクトルが u1, ..., ur のいずれかに一致する
とは限らない．一意的に定まるのはそれらの張る空間Mである．
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テップの uとして反復すると，新しい u′が以前の u

に逆戻りするという循環が見られたので，上記の手
順では uを “中点” (u′ + u)/2を単位ベクトルに正
規化したN [u′ + u]に置き換えている．これにより，
これまで実験した限りではすべて反復が収束がした．

4.6 FNS法への帰着

内部拘束の数を r = 0とすると，M = ∅, P V =
Iであり，u′はXの絶対値最小の固有値に対する単
位固有ベクトルとなる．この反復はChojnackiら [2]
の FNS法に他ならない．この意味で，本論文の拡張
FNS法は FNS法の真の拡張になっている．ただし，
FNS法では uをN [u′ +u]に置き換えずに，直接 u′

に置き換えても問題なく収束する（もちろん中点に
置き換えてもよい）．
一方，CFNS法（r = 1の場合のみ適用可）の行列

Qは FNS法の行列X とは無関係である．この違い
は，CFNS法が固有ベクトル（1次元部分空間）の反
復を行うのに拡張 FNS法は r + 1次元部分空間を反
復するところに由来する．

5. 基礎行列の計算

具体例として２画像の対応点から基礎行列を計算す
る問題に対して CFNS法と拡張 FNS法を比較する．

5.1 エピ極線方程式

同一シーンを異なる位置から撮影した 2画像にお
いて，第 1画像の点 (x, y)と第 2画像の点 (x′, y′)が
シーンの同一点であれば，次のエピ極線方程式が成
り立つ [5]．

(

 x

y

f0

 ,

 F11 F12 F13

F21 F22 F23

F31 F32 F33


 x′

y′

f0

) = 0 (31)

ただし，f0は任意の定数である6．行列F = (Fij)は
基礎行列と呼ばれ，2台のカメラの相対的位置とそれ
らの内部パラメータのみによって定まるランク 2の
行列である（シーンにはよらない）．
新しいベクトル u, ξを

u =(F11, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33)>

ξ =(xx′, xy′, xf0, yx′, yy′, yf0, f0x
′, f0y

′, f2
0 )> (32)

と置くと，式 (31)は (u, ξ) = 0と書ける．α番目の対
応点 {(xα, yα), (x′

α, y′
α)}とその真の位置 {(x̄α, ȳα),

(x̄′
α, ȳ′

α)}をそれぞれ 9次元ベクトル ξα, ξ̄α で表せ
ば式 (1)を得る．

6数値計算の安定性のためのスケールの調節である [4]．本論文
の実験では f0 = 600 とした．

観測した対応点の各 x, y座標はそれらの真の値に
期待値 0, 標準偏差 σの誤差が独立に加わったものと
すると，ξαの共分散行列はO(σ)4を除いて V [ξα] =
σ2V0[ξα]と書ける．ただし，次のように置いた．

V0[ξα] =



x̄2
α + x̄′2

α x̄′
αȳ′

α f0x̄
′
α x̄αȳα

x̄′
αȳ′

α x̄2
α + ȳ′2

α f0ȳ
′
α 0

f0x̄
′
α f0ȳ

′
α f2

0 0
x̄αȳα 0 0 ȳ2

α + x̄′2
α

0 x̄αȳα 0 x̄′
αȳ′

α

0 0 0 f0x̄
′
α

f0x̄α 0 0 f0ȳα

0 f0x̄α 0 0
0 0 0 0

0 0 f0x̄α 0 0
x̄αȳα 0 0 f0x̄α 0

0 0 0 0 0
x̄′

αȳ′
α f0x̄

′
α f0ȳα 0 0

ȳ2
α + ȳ′2

α f0ȳ
′
α 0 f0ȳα 0

f0ȳ
′
α f2

0 0 0 0
0 0 f2

0 0 0
f0ȳα 0 0 f2

0 0
0 0 0 0 0


(33)

式 (9)の最小化解は V [ξα]の正数による定数倍によ
って影響されないので，以降の計算では V [ξα]の代
わりに V0[ξα] を用いてよい．式 (33) 中の真の位置
(x̄α, ȳα), (x̄′

α, ȳ′
α)は観測値 (xα, yα), (xα, yα)に置き

換えて計算する7．
内部拘束 det F = 0は 3次同次式 φ(u)を

φ(u) = u1u5u9 + u2u6u7 + u3u8u4

−u3u5u7 − u2u4u9 − u1u8u6 (34)

と定義すれば，φ(u) = 0と書ける．その勾配は次の
ようになる．

∇uφ =



u5u9 − u8u6

u6u7 − u9u4

u4u8 − u7u5

u8u3 − u2u9

u9u1 − u3u7

u7u2 − u1u8

u2u6 − u5u3

u3u4 − u6u1

u1u5 − u4u2


(35)

式 (14)の射影行列 P V は次のようになる．

P V = I − N [∇uφ(u)]N [∇uφ(u)]> (36)

式 (24)より，射影行列 P U は次のようになる．

P U = I − N [∇uφ(u)]N [∇uφ(u)]> − uu> (37)

7そうしても後のシミュレーション実験結果が左右されないこ
とが確認される．
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図 1: 2枚の平面格子シミュレーション画像．
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図 2: 図 1に対する解の平方平均二乗誤差．横軸は加えた
誤差の標準偏差 σ．1) 最小二乗法の SVD 補正．2) 最尤
推定の SVD補正．3) 最尤推定の最適補正．4) 直接探索．
5) CFNS法．6) 拡張 FNS法．点線は KCR下界．

5.2 精度の比較

図 1はシーン中で角度 60◦ をなす 2枚の平面格子
を異なる 2方向から見たシミュレーション画像であ
る．画像サイズは 600 × 600画素，焦点距離は 1200
画素を想定する．画像中の格子点を特徴点として，各
点の x, y座標に平均 0，標準偏差 σ画素の正規分布
に従う乱数誤差を独立に加え，これから次の方法で
ランク 2の基礎行列を計算した．

1. 最小二乗法8の SVD補正9

2. 最尤推定10の SVD補正
3. 最尤推定の最適補正11

4. 直接探索12

5. CFNS法
6. 拡張 FNS法

点線は KCR 下界から導かれるDの下界（式 (9)の
右辺のトレース）である [15]．
図 2は σを横軸にとり，各 σに対して 10000回の

独立に試行し，式 (6)に対応する次の平方平均二乗

8
∑N

α=1
(u, ξα)2 を最小化する．解は式 (19) の行列M の分

母の V0[ξα] を I としたものの最小固有値に対する単位固有ベク
トルである [14]．

9特異値分解の最小特異値を 0 に置き換える．
10内部拘束を考慮しない最尤推定を「最尤推定」と略記する．
計算には最小二乗解を初期値とする Chojnacki ら [2] の FNS 法
を用いた．

11解を式 (9) の増加が最小になるように補正して内部拘束を満
たすようにする [15]．

12式 (9)を内部拘束が満たされるように 7パラメータ化し，非
線形探索を行う [15]．

図 3: 2枚の球面格子シミュレーション画像．
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図 4: 図 3に対する解の平方平均二乗誤差．横軸は加えた
誤差の標準偏差 σ．1) 最小二乗法の SVD 補正．2) 最尤
推定の SVD補正．3) 最尤推定の最適補正．4) 直接探索．
5) CFNS法．6) 拡張 FNS法．点線は KCR下界．

誤差Dをプロットしたものである．

D =

√√√√ 1
10000

10000∑
a=1

‖P U û(a)‖2 (38)

ただし û(a) は a回目の試行の解 F̂
(a)
のベクトル表

現であり，P U は式 (37)の射影行列である．
図 2から，直接探索と拡張 FNS法の精度はほとん

どKCRの下界に一致し，最適補正もそれに近い精度
を示している．しかし，CFNS法は最尤推定の SVD
補正と大差ない精度しかない．
図 3は球面上の格子パタンを 2方向からみたシミュ

レーション画像である（サイズ 600× 600，焦点距離
1200）．この場合の図 2に対応する結果が図 4であ
る．この例では CFNS法の精度が非常に悪い．それ
に対して EFNS法は最適補正よりもさらによい精度
である．
一方，直接探索は誤差が小さいときは最適補正や

EFNS法を上回っているが，ある程度の誤差以上で
は精度が悪化している．これは探索が局所解に収束
しやすくなったためと思われる．一般に，ランク拘
束を課してパラメータ空間の次元を下げると関数形
が複雑になり，局所解が多く現れる [12]．それに対
して EFNS 法は最適補正と同様に，次元の高い空間
で内部拘束の超曲面に「外側」から近づくので，局
所解が少なく，これが誤差が大きくても安定に収束
する理由と思われる．

30



 0

 0.1

 0.2

 0  1  2  3  4σ

図 5: CFNS法の初期値依存性．初期値は最小二乗解（実
線），最小二乗解の SVD補正（破線），真値（鎖線）．点
線は KCR下界．
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図 6: CFNS法の反復過程の行列式 det F と残差 J の変
化（σ = 1）．初期値は最小二乗解（実線），最小二乗解の
SVD補正（破線），真値（鎖線）．最後のステップは SVD
補正．点線は収束すべき値．
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図 7: 拡張 FNS法による図 6に対応する結果．

5.3 CFNS法の初期値依存性

Chojnackiら [3]は実験例を示し，CFNS法が最尤
推定の最適補正より優れていると結論している．図
2, 4はこれに反する結果である．詳細に検討すると，
CFNS法の収束値は初期値に依存すること判明した．
図 2, 4の CFNS法の計算では Chojnackiら [3]が

述べているように最小二乗法の解を初期値としたが，
図 5 は図 2 のデータに対して異なる初期値から反復
したCFNS法の誤差を図 3, 5と同様にプロットした
ものである．初期値には最小二乗解，最小二乗解の
SVD補正，真値を用いた．
図 5から分かるように，初期値を SVD補正する，

ある範囲の誤差に対しては KCR下界にほぼ一致す
る精度が得られている．しかし，それ以上の誤差で
は精度が急速に悪化している．
一方，真値から始めるとわずかな誤差でも精度が

悪化している．これは，誤差が増えるにつれて，求
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図 8: CFNS法の反復過程の行列式 det F と残差 J の変
化（σ = 3）．初期値は，最小二乗解（実線），最小二乗解
の SVD 補正（破線），真値（鎖線）．最後のステップは
SVD補正．点線は収束すべき値．
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図 9: 拡張 FNS法による図 8に対応する結果．

めたい解が真値から離れるためである13．
これに対して他の方法（最尤推定の SVD補正，最

適補正，直接探索，拡張 FNS法）はそのような初期
値の差異に依存しないことが確認された．
図 6は σ = 1の場合の代表的な例に対して，CFNS

法による行列式 detF と残差 J の収束の様子を各種
の初期値に対してプロットしたものである．いずれ
も det F は最後のステップで SDV補正されて 0にな
る．点線は収束すべき値を示す（最終残差は直接探
索 [15]によって定めた）．
これから次のことがわかる．最小二乗解は detF 6=

0であるが，残差 J が十分小さいので，det F を 0に
近づけるためには J を増やす必要があるが，CFNS
法の反復では J が増えにくいので，detF 6= 0のま
ま進行している．そして，最後の SVD補正で det F

= 0が強制され，残差 J が大幅に増加している．そ
れに対して SVD 補正した最小二乗解から始めると
J が減少するとともに det F がやや 0から離れるが，
やがて J も det F も正しい値に収束している．一方，
真値から始めると，真値の残差 J が非常に大きいの
で CFNS法はそれを減少させようとし，その反動で
det F が非常に大きくなり，0に戻らないまま収束し，
最後に SVD補正によって 0に強制されている．
図 7 は対応する拡張 FNS 法の結果である．J も

det F も初期値によらず安定に減衰振動しながら正
しい値に収束している．
図 8, 9は σ = 3にした場合の別の例を図 6, 7と同

様にプロットしたものである．この場合も同様の傾
13実際に調べても，最小二乗解は誤差が小さいとき，真値より
も最適解に近いことが確認された．
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図 10: 実画像と対応点（100個）．

表 1: 図 10の実画像の対応点から求めた基礎行列の残差
と実行時間（秒）．

手法 残差 実行時間

最小二乗法の SVD補正 45.550 . 00056

最尤推定の SVD補正 45.567 . 00644

最尤推定の最適補正 45.378 . 00764

直接探索 45.382 . 00300

CFNS法 45.567 . 01304

拡張 FNS法 45.379 . 01936

向を示している．

5.4 実画像実験

図 10の 2画像から図中に示した 100個の対応点を
手動で選び，それから各種の手法によって基礎行列
を計算した．基礎行列 F の真値が不明なため，精度
を残差 J で評価し，表 1に各手法で得られた解によ
る残差 J とその計算時間（秒）を示した．CPUには
CoreDuo E6700 2.66GHz，主メモリ 4GB，OS には
Linux を用いた．
この例では最尤推定の最適補正，直接探索，拡張

FNS法はほぼ同一の解に収束し，その残差は最小二
乗法の SVD補正および最尤推定の SVD補正の残差
より小さくなっている．しかし，CFNS法や最尤推
定の SVD補正の精度しかない．
最小二乗法の SVD 補正を除けば，実行時間では

直接探索が最も効率的である．これは，最適補正も
CFNS 法も拡張 FNS 法も毎回の反復で 9 × 9 行列
の固有値問題を解くのに対して，直接探索では毎回
7 次元連立 1次方程式を解くだけでよいからである
[15]．
ただし，直接探索は基礎行列の計算に特化した方

法である．それに対して，拡張 FNS法は一般の線形
化可能な最尤推定の制約付き最適化に適用できると
いう利点がある．

6. まとめ

変数間に制約がある最尤推定解を求める拡張 FNS
法を提案した14．これはChojnackiら [3]のCFNS法
に変わる方法であり，内部拘束の個数は任意である．

14以下にプログラムを公開している．
http://www.iim.ics.tut.ac.jp/~sugaya/public.html

そして，内部拘束がない場合がそのまま Chojnacki
ら [2] の FNS法になるという意味で FNS法の真の
拡張である．
具体例としてランク拘束した基礎行列の計算に適

用し，CFNS法の解は反復の初期値の選び方に依存
し，必ずしも最適解には収束しないことを指摘した．
それに対して拡張FNS法は安定に最適解に収束する．
そして，シミュレーションによって精度を理論限界
（KCR下界）と比較し，他の最適計算手法と同等あ
るいはより精度の高い解が得られ，誤差に対するロ
バスト性にも優れていることを示した．
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