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精度の高い楕円限定当てはめ

益崎智成1,a) 菅谷保之1,b) 金谷健一2,c)

概要：本論文では画像から抽出した点列に常に楕円が当てはまる新しい方法を提案する．現時点で最も優
れた楕円当てはめ法は金谷らの超精度くりこみ法であるが，ノイズが非常に大きいとき双曲線が当てはま
ることがある．提案手法はそのような場合にデータ点のランダムサンプリングによって点列に最も近い楕
円を選ぶ．これまでに楕円のみを当てはめる方法として Fitzgibbonらの方法，および Szpakらの方法が
提案されているが，シミュレーション実験によって提案手法はそれらより精度が高いことを示す．

High Accuracy Ellipse-Specific Fitting

Tomonari Masuzaki1,a) Yasuyuki Sugaya1,b) Kenichi Kanatani2,c)

Abstract: We propose a new method that always fits an ellipse to a point sequence extracted from images.
The currently known best method is hyper-renormalization of Kanatani et al., but it may return a hyperbola
when the noise in the data is very large. Our proposed method returns an ellipse close to the point sequence
by random sampling of data points. Doing simulation, we show that our method has higher accuracy than
the method of Fitzgibbon et al. and the method of Szpak et al., the two methods so far proposed to always
return an ellipse.

1. まえがき

シーン中の円形の物体を撮影すると画像中では楕円と

なり，その投影像からその物体の 3 次元位置が解析でき

る [6]．このため，画像から楕円を抽出することは視覚ロ

ボットを含む広範な応用の基本的な処理の一つであり，楕

円弧を抽出する種々の研究がなされている [1], [24]．そし

て，抽出した楕円弧に楕円を当てはめるさまざまな方法が

研究されてきた [25]．

代表的なものは 0になるべき楕円の式の二乗和（「代数

的距離」と呼ばれる）を最小にするように式の係数を定め

る方法であり，計算が容易である [25]．しかし，係数をす

べて 0にすると代数的距離は 0になるので，係数間に制約

条件を課す必要があり，解はその制約に依存する．最も単

純なものは係数の二乗和を 1とするもので，「最小二乗法」

と呼ばれる．より精度の高い方法に「Taubin法」[27]があ

る．筆者らは高次の誤差項を除いて偏差が存在しない「超

精度最小二乗法」を提案した [5], [16], [17]．
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より精度が高いのは当てはめる楕円と点列との距離の二

乗和（「再投影誤差」[4]）を最小にするものである．データ

点は真の位置に一様等方な正規分布に従うノイズが独立に

加わったとみなすと尤度の最大化に相当するので，「最尤推

定」とも呼ばれる．再投影誤差は「サンプソン誤差」[4] と

呼ばれる関数でよく近似され，サンプソン誤差を最小化す

る反復手法として Chojnackiら [2]の「FNS法」，Leedan

ら [21] やMateiら [22]の「HEIV法」，筆者らの「射影ガ

ウスニュートン法」[18], [29] がある．また，これらを反

復的に適用することよって厳密な最尤推定解が計算でき

る [19], [20], [23]．

一方，何らかの評価関数を最小にするのではなく，誤差

解析によって精度がなるべく高くなるように計算方式を定

める方法があり，「重み反復法」とそれを改良した「くり

こみ法」[7], [8]がよく知られている．最近筆者らはさらに

精度を向上させる「超精度くりこみ法」[14], [15]を提案し

た．また，サンプソン誤差を最小化する解を計算し，その

誤差を評価し，精度を向上させる「超精度補正」[12], [28]

も知られている．両者はほぼ同じ精度であり [30]，誤差が

小さいとき「KCR下界」[9], [13]と呼ばれる精度の理論限

界をほぼ達成する．

しかし，これらはすべて点列に x, y の 2次式（円錐曲

線）を当てはめるものであり，ノイズが大きいと楕円以外

（双曲線や放物線など）が当てはまることがある．これを
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図 1 点列に楕円を当てはめる．

防いで楕円のみが当てはまる方法を最初に提案したもの

は Fitzgibbonら [3]である．これは代数的距離の最小化で

あって計算は単純であるが精度が低い．最近 Szpakら [26]

はより精度の高い方法を発表した．本論文では筆者らの超

精度くりこみ法を利用して，Szpakら [26]よりも精度の高

い方法を提案する．

2. 楕円当てはめ

x, yの 2次式

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2f0(Dx + Ey) + f2
0 F = 0 (1)

は「円錐曲線」と総称され，楕円，放物線，双曲線，およ

びその退化（2直線など）を表す [10]．これが楕円を表す

のは

AC − B2 > 0 (2)

の場合である [10]．式 (1) 中の f0 はスケールを調節する

固定した定数である（実験では f0 = 600 とした）．ノイ

ズ（以下，データの誤差を「ノイズ」と呼ぶ）のある点列

(x1, y1), ..., (xN , yN )に楕円を当てはめることは α = 1, ...,

N に対して

Ax2
α+2Bxαyα+Cy2

α+2f0(Dxα+Eyα)+f2
0 F ≈ 0 (3)

となる A, B, C, D, E, F を計算することである（図 1）．

6次元ベクトル

ξα=(x2
α, 2xαyα, y2

α, 2f0xα, 2f0yα, f2
0 )>,

θ=(A, B, C, D, E, F )> (4)

を定義し，ベクトル a, bの内積を (a, b)と書けば式 (3)は

次のように書ける．

(ξα,θ) ≈ 0, α = 1, ..., N (5)

θには定数倍の不定性があるので，‖θ‖ = 1と正規化する．

データ点 (xα, yα)は真の位置 (x̄α, ȳα)に期待値 0，標準偏

差 σの独立な正規分布に従うノイズ∆xα, ∆yαが加わった

ものであるとみなすと ξα の誤差は第 1近似において次の

ようになる．

∆ξα=(2xα∆xα, 2∆xαyα + 2xα∆yα, 2yα∆yα,

2f0∆xα, 2f0∆yα, 0)> (6)

仮定より E[∆x] = E[∆y] = 0, E[∆x2] = E[∆y2] = σ2,

E[∆x∆y] = 0であるから，ξα の共分散行列は次のように

なる．

V [ξα] ≡ E[∆ξα∆ξ>
α ] = σ2V0[ξα] (7)

ただし，V0[ξα]を次のように置き，「正規化共分散行列」と

呼ぶ．

V0[ξα] = 4



x2
α xαyα 0 f0xα 0 0

xαyα x2
α + y2

α xαyα f0yα f0xα 0

0 xαyα y2
α 0 f0yα 0

f0xα f0yα 0 f2
0 0 0

0 f0xα f0yα 0 f2
0 0

0 0 0 0 0 0


(8)

理論的にはこれは真の位置 (x̄α, ȳα) で評価すべきである

が，実験によると観測値 (xα, yα)で評価しても結果に差が

ない．またこれは∆xα, ∆yαの第 1次近似に基づいている

が，2次以上の項を考慮しても最終結果に影響がない．

3. 超精度くりこみ法

最近筆者らが提案した「超精度くりこみ法」の手順は次

のようになる [14], [15], [30]．

( 1 ) Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

( 2 ) 次の行列M , N を計算する．

M =
1
N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α ,

N =
1
N

N∑
α=1

Wα

(
V0[ξα] + 2S[ξαe>]

)
− 1

N2

N∑
α=1

W 2
α

(
(ξα, M−

5 ξα)V0[ξα]

+2S[V0[ξα]M−
5 ξαξ>

α ]
)

(9)

ただし eは次のベクトルである．

e = (1, 0, 1, 0, 0, 0)> (10)

またS[ · ]は対象化作用素であり (S[A] = (A+A>)/2)，

M−
5 は行列M のランク 5の一般逆行列，すなわちM

の最小固有値を 0に置き換えた一般逆行列である．

( 3 ) 一般固有値問題

Nθ = µMθ (11)

を解いて，絶対値が最大の一般固有値 µに対する単位

一般固有ベクトル θを計算する．

( 4 ) 符号を除いて θ ≈ θ0 なら θを返して終了する．そう

でなければ次のように更新してステップ (2)に戻る．
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Wα ← 1
(θ, V0[ξα]θ)

, θ0 ← θ (12)

実験によれば解は再投影誤差最小化（最尤推定）よりも

精度が高く，最尤推定の超精度補正 [12], [28] とほぼ同等

である [30]．しかし，ノイズが大きいと超精度補正のため

の最尤推定の反復が収束しないことがある．一方，超精度

くりこみ法はノイズにロバストであり，現時点ではもっと

も優れた手法であると言える．ただし，超精度くりこみ法

は式 (2)を考慮しない方法であり，データのノイズが大き

くなると楕円以外（実データでは式 (2)の左辺が厳密に 0

になることはないので双曲線）が計算されることがある．

4. Fitzgibbonらの方法

式 (2)が必ず満たされる楕円当てはめ法を初めて示した

のは Fitzgibbonら [3]である．これは式 (5)の左辺の二乗

和（「代数的距離」）

JLS =
N∑

α=1

(ξα, θ)2 (13)

を ‖θ‖ = 1ではなく，次の正規化条件のもとで最小にする

ものである．

AC − B2 = 1 (14)

具体的な手順は以下のようになる．

( 1 ) 次の行列MLS, NF を計算する．

MLS =
1
N

N∑
α=1

ξαξ>
α , NF =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 0 1 0 0 0

0 −2 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(15)

( 2 ) 一般固有値問題

NFθ = µMLSθ, (16)

の最大一般固有値 µに対する単位一般固有ベクトル θ

を計算する．

これにより必ず楕円が得られるが，精度は低い．それは各

データ ξα の誤差特性を表す式 (7)の共分散行列を考慮せ

ず，一律に二乗和した式 (13)の代数的距離を最小にしてい

るためである．

5. Szpakらの方法

最近 Szpakら [26]は式 (7)の共分散行列を考慮して楕円

のみを計算する方法を考案した．式 (2)の楕円の条件は式

(15)の行列NF を用いれば次のように書ける．

(θ, NFθ) > 0 (17)

そこで Szpakら [26]は次の関数を最小にする θを計算した

J =
1
N

N∑
α=1

(ξα, θ)2

(θ, V0[ξα]θ)
+

λ‖θ‖4

(θ,NFθ)2
(18)

右辺第 1項は「サンプソン誤差」[4]と呼ばれるもので，再

投影誤差の非常によい近似である．θの空間は楕円から成

る領域 (θ, NFθ) > 0と双曲線から成る領域 (θ,NFθ) < 0

とに分離され，放物線から成る (θ,NFθ) = 0が境界面とな

る．式 (18)の右辺第 2項は境界面で∞になるので，領域
(θ, NFθ) > 0内の初期値から探索を行えば境界 (θ, NFθ)

= 0を超えないというのが基本的な考え方である．これは

一種の正則化であり，正則化定数 λは楕円が求まる限り微

小にとる．Szpakら [26]は式 (18)の最小化にレーベンバー

グ・マーカート法 [11]を用いている．

6. 提案方法

Szpakらの方法は正則化項を含んでいるが，基本的には

サンプソン誤差を最小化するものである．しかし，超精度

くりこみ法のほうがサンプソン誤差最小化より精度が高い

ことが確認されているので [30]，超精度くりこみ法で楕円

が当てはまれば（すなわち式 (2)が満たされれば）それを

解とするとするのが合理的である．問題は式 (2)が満たさ

れない場合である．これに対処するためにランダムサンプ

リングを用いる．すなわち点列からランダムに異なる 5点

を選び，それらを通る楕円を計算する．それが楕円でなけ

ればそれを捨てて新しい 5点を選ぶ．このようにして得ら

れる楕円の中でサンプソン誤差を最小にするものを選ぶ．

これは一種の RANSACであり，具体的な手順は次の通り

である．

( 1 ) 点列 (xα, yα), α = 1, ..., N に超精度くりこみ法によっ

て楕円を当てはめ，そのパラメータ θを計算する．

( 2 ) それが式 (17)を満たせば，それを解として終了する．

( 3 ) 超精度くりこみ法の反復が一定回数（実験では 100回

を上限とした）以内に収束しない，あるいは収束した

解が式 (17)を満たさなければ，N 点から異なる 5点

をランダムに選び，それを通る楕円をのパラメータ θ

を計算する．

( 4 ) それが式 (17)を満たさなければその解を捨て，異なる

5点を新しく選び直す．

( 5 ) 式 (17)を満たせば，そのサンプソン誤差（式 (18)の

右辺第 1項）を計算する．

( 6 ) これを多数回反復し，サンプソン誤差が最小になる解

を返す（実験では 1000回反復した）．

7. 実験

楕円

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (19)

の弧長（始点は (1, 0)）の区間 [s0, s1] を N − 1 等分する
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(a) (b)

(c) (d)

図 2 実験に用いた楕円上の点列．隣接点間の平均距離はそれぞれ

2.96, 3.31, 2.72, 5.72．

O

θ
θ

θ∆

図 3 計算値 θ の真値 θ̄ に垂直な成分 ∆⊥θ．

N 点 (x̄α, ȳα), α = 1, ..., N をとる．次の 4通りを考える

（図 2(a)∼(d)）．

(a) a = 100, b = 100, N = 30, [s0, s1]= [0, s(55◦)]

(b) a = 50, b = 100, N = 30, [s0, s1]= [0, s(55◦)]

(c) a = 50, b = 100, N = 15, [s0, s1]= [s(60◦), s(100◦)]

(d) a = 50, b = 200, N = 30, [s0, s1]= [0, s(55◦)]

ただし s(φ)は始点から測った偏角 φの点までの弧長であ

る（実験では弧長は数値積分で評価した）．隣接点間の平

均距離は図 2に記入したようになる．これらの点列の各点

の x, y座標に独立に期待値 0，標準偏差 σ の正規分布に従

う誤差を加えた点 (xα, yα), α = 1, ..., N に楕円を当ては

める．

計算値 θ と真値 θ̄ は共に単位ベクトルであるから，そ

の誤差 ∆θ を θ の θ̄ に垂直な成分 ∆⊥θ = P θ̄θ で測る

（図 2(d))．ただし P θ̄ (≡ I − θ̄θ̄
>)は θ̄に垂直な空間への

射影行列である [10]．そしていろいろな σ に対して 10000

回の独立に試行し，次の RMS(平方平均二乗)誤差Dを計

算する．

D =

√√√√ 1
10000

10000∑
a=1

‖∆⊥θ(a)‖2 (20)

ここに θ(a)は a回目の試行の解である．精度の理論限界を

表す KCR下界 [9], [13] であり，次のように計算される．

DKCR =
σ√
N

√
trM̄− (21)

図 4(a), 図 5(a)，図 6(a)，図 7(a)はそれぞれ図 2(a),

(b), (c), (d)のデータに対する各手法のRMS誤差をプロッ

トしたものである．横軸 εは加えたノイズの標準偏差 σの

隣接点間の平均距離との比，すなわち隣接点間の平均距

離を 1 とする尺度で測ったものであり，仮に「相対ノイ

ズレベル」と呼ぶ．点線は式 (21)の KCRの下界である．

図 4(b), 図 5(b), 図 6(b), 図 7(b)は超精度くりこみ法*1に

よって双曲線が当てはまる割合である．図 5でプロットが

途切れているのは，それ以上のノイズでは超精度くりこみ

法の反復が 100回を越えることがあることを表す．

図 4(a), 図 5(a), 図 6(a), 図 7(a) から分かるように，

Fitzgibbonらの方法は非常に精度が低い．ただし，図 2(d)

のような曲率が小さい部分に点列を選ぶと，図 7(a)から

分かるようにノイズが非常に大きいと，Fitzgibbonらの方

法が超精度くりこみ法や Szpakらの方法*2よりも精度が高

くなることがある．

それに対して超精度くりこみ法は精度が高く，ノイズが

小さいと RMS誤差はKCR 下界に近い．しかし，図 4(b),

図 5(b), 図 6(b), 図 7(b)の双曲線の割合が増えると KCR

下界から離れ始める．このとき図 5(a), 図 7(a)では誤差

が大きく増えているが，図 6(a)では逆にKCR下界を下回

り，図 4(a)でほぼ KCR下界と一致している．

一方，Szpakらの方法や提案方法は楕円のみが返るよう

に強制しているので，どの例でも超精度くりこみ方よりも

精度が向上している．そして，多くの場合 Szpakらの方法

より提案方法のほうが精度が高い．この理由は，提案方法

に対しては，εが大きいと真の位置から大きくずれるデー

タが現れ，それらを選ぶと双曲線が当てはまりやすいため，

楕円のみを選択すると自動的に真の位置に近いデータ点が

選ばれるためと考えられる．Szpakらの方法でも双曲線を

防ぐような当てはめが行われるので，同様な効果が生じて

いると思われる．ただし，Szpakらの方法ではすべての特

徴点を考慮しているのに対して，提案方法では双曲線を生

じるようなデータを無視しているので，より精度の向上に

寄与したと考えられる．ただし，いろいろな実験によれば，

図 2(c)のような曲率が大きい部分に点列を選ぶと図 6(a)

から分かるように，Szpak らの方法と提案方法の差がほと

んどなくなる傾向にある．

図 8は図 2(a), (b), (c), (d)のそれぞれについて，超精

度くりこみ法によって双曲線が当てはまる場合の各手法

の当てはめの一例を示したものであり，点線は真の形状で

ある．相対ノイズレベル ε はそれぞれ 0.169, 0.151, 0.092,

0.087である．これから Fitzgibbonらの方法では扁平な楕

円が当てはまりやすいことが分かる．一方，Szpakらの方

法では当てはまる双曲線に近い大きい楕円が当てはまって

いる．このように Fitzgibbonらの方法と Szpakらの方法

は両極端で対照的であるのに対して，提案手法ではその中

*1 http://www.iim.cs.tut.ac.jp/ sugaya/のプログラムを利用
*2 https://sites.google.com/site/szpakz/のプログラムを利用
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図 4 (a) 図 2(a) のデータに対する RMS 誤差．横軸は相対ノイズレベル ε．1. Fitzgibbon

ら，2. 超精度くりこみ法，3. Szpakら, 4. 提案手法．点線は KCR下界．(b) 超精度く

りこみ法によって双曲線が計算される割合．

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1

 1

ε

 2
3

4  0.1

 0.2

 0.3

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1ε
(a) (b)

図 5 (a) 図 2(b) のデータに対する RMS 誤差．横軸は相対ノイズレベル ε．1. Fitzgibbon

ら，2. 超精度くりこみ法，3. Szpakら, 4. 提案手法．点線は KCR下界．(b) 超精度く

りこみ法によって双曲線が計算される割合．途切れたプロットは，それ以上のノイズで

は超精度くりこみ法の反復回数が上限越えることがあることを表す．
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図 6 (a) 図 2(c) のデータに対する RMS 誤差．横軸は相対ノイズレベル ε．1. Fitzgibbon

ら，2. 超精度くりこみ法，3. Szpakら, 4. 提案手法．点線は KCR下界．(b) 超精度く

りこみ法によって双曲線が計算される割合．
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図 7 (a) 図 2(d) のデータに対する RMS 誤差．横軸は相対ノイズレベル ε．1. Fitzgibbon

ら，2. 超精度くりこみ法，3. Szpakら, 4. 提案手法．点線は KCR下界．(b) 超精度く

りこみ法によって双曲線が計算される割合．
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図 8 図 2 の各データに対して超精度くりこみ法によって双曲線が

当てはまる場合の各手法の当てはめの一例．点線は真の形状．

相対ノイズレベル ε はそれぞれ 0.169, 0.151, 0.092, 0.087．

1. Fitzgibbon ら，2. 超精度くりこみ法，3. Szpak ら, 4. 提

案手法．

間で，真の形状に近い楕円が当てはまっている．

図 9(a)は円形物体を含む画像から検出したエッジ画像

であり，赤色で示した 200 個のエッジ点に楕円を当ては

めた．図 9(b) はそれを原画像上に重ねて表示したもので

ある．この例では超精度くりこみ法で楕円が当てはまる．

Fitzgibbonらの方法はやや小さめの楕円が当てはまるが，

提案方法（この場合は超精度くりこみ法に一致）も Szpak

らの方法も真の楕円にかなり近い結果を与えている．

図 10は別の例であり，図 10(a)の赤色で示した 140個の

エッジ点に楕円を当てはめた．図 10(b)はそれを原画像上

に重ねて表示したものである．この例では超精度くりこみ

法で双曲線が当てはまる．そして図 8と同様に，Fitzgibbon

らの方法では扁平な楕円が当てはまり，Szpakらの方法で

は当てはめた双曲線に近い大きな楕円が当てはまる．提案

方法は真の形状に近いとは言い難いが，Fitzgibbonらの方

法と Szpakらの方法の中間の，これらの中では最も妥当な

楕円であるといえる．この例は指定したエッジ点列が楕円

を指定するのに十分な情報を持っていないので，そもそも

楕円を当てはめる意味がないと思われるが，それでも提案

手法ではある程度現実的な楕円が得られている．

8. まとめ

本論文では画像から抽出した点列に常に楕円が当てはま

る新しい方法を提案した．現時点で最も優れた楕円当ては

め法は金谷ら [14], [15]の超精度くりこみ法であるが，ノイ

ズが非常に大きいとき双曲線が当てはまることがある．提

案手法はそのような場合にデータ点のランダムサンプリン

グによって点列に最も近い楕円を選ぶ方法である．これま

でに楕円のみを当てはめる方法を提案したのは Fitzgibbon

ら [3] および Szpakら [26] であるが，シミュレーション実

験によって提案手法はそれらより精度が高いことを確認し

た．そして，Fitzgibbonらの方法では扁平な楕円が当ては

まりやすく，Szpakらの方法では双曲線に近い楕円が当て

はまりやすいの対して，提案方法はその中間で，より真の

形状に近い楕円が当てはまることを観察した．

現実の問題で楕円弧に双曲線が当てはまるのは，点数が

少なく，かつ検出が不正確であるなどの，本来は楕円検出

に失敗しているとみなすべき場合である．しかし，そのよ

うな状況でも，提案手法はかなり妥当な楕円を当てはめる

ことができる．
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図 9 (a) 円形物体を含む画像から検出したエッジ画像と，楕円を当てはめたエッジ点（200

個）．(b) 当てはめた楕円を原画像上に重ねて表示したもの．1. Fitzgibbonら，2. 超精

度くりこみ法，3. Szpak ら, 4. 提案手法．
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図 10 (a) 円形物体を含む画像から検出したエッジ画像と，楕円を当てはめたエッジ点（140

個）．(b) 当てはめた楕円を原画像上に重ねて表示したもの．1. Fitzgibbon ら，2. 超

精度くりこみ法，3. Szpak ら, 4. 提案手法．
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