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基礎行列の高精度計算法とその性能比較

菅谷 保之 金谷 健一

岡山大学大学院自然科学研究科

本論文では 2画像の特徴点対応から基礎行列を計算する最尤推定とそのKCR下界との関係を述べ，具体的な数値計算
法として FNS法，HEIV法，くりこみ法のアルゴリズムをまとめる．さらにガウス・ニュートン反復を用いる方法を
追加し，シミュレーション画像を用いてこれらの反復解法の収束性を検討する．反復の初期値はランダムに，最小二乗
法で，および Taubin法で定める 3通りで比較する．最後に実画像を用いた実験を示す．これらの実験によって各々の
計算法の特質が明らかになり，結論として FNS法が最も収束性に優れていることが示される．

High Accuracy Fundamental Matrix Computation
and Its Performance Evaluation
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This paper studies numerical schemes of maximum likelihood estimation for computing the fundamental matrix
from feature point correspondences over two images. First, we state the problem and the associated KCR lower
bound. Then, we describe the algorithms of three well-known methods, FNS, HEIV, and renormalization, to
which we add a new algorithm based on Gauss-Newton iterations. Using simulated images, we compare their
convergence properties. The initial value is chosen in three ways: randomly, by least-squares, and by the Taubin
method. We also show real image experiments. These experiments reveal characteristics of each method. It is
concluded that FNS has the best convergence properties.

1. まえがき
画像の間の特徴点の対応から基礎行列を計算する

ことはカメラ校正，密な対応探索，３次元形状復元，
新しい視点からの画像生成など多くの処理の出発点
である．そのため，誤差のあるデータから基礎行列
を精度よく計算する手法がいろいろ研究されている．
代表的なものに FNS法 [2]，HEIV法 [16]，くりこみ
法 [6, 10, 11]がある．

FNS法とHEIV法は共に最尤推定解を計算してい
る．そして，高次の誤差項を除いて精度の理論限界
（KCR下界）を達成している [1, 7, 10]．くりこみ法
もこれと同等であり [13]，実験的にもこれら 3手法
の精度にほとんど差がない．
しかし，どれも反復解法であり，データの誤差が

大きいときは収束までの反復回数に差が表れる．場
合によっては収束しないこともある．収束性はデー
タの誤差のみならず，反復の初期値に選び方にも依
存する．
本論文ではまず FNS法，HEIV法，くりこみ法の

アルゴリズムを述べ，最尤推定およびKCR下界との
関係を示す．さらに新しい方法としてガウス・ニュー
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トン反復によって直接的に解を探索する方法を述べ
る．そして，これら 4 種類の方法の収束性をシミュ
レーション実験によって比較する．

FNS法とHEIV法についてはその原理通りの方法
と，その改良法の両方を調べる．また，収束性の初
期値に対する依存性を調べるために，反復の初期値
はランダムに，最小二乗法で，および Taubin 法で
定める 3通りで比較する．最後に実画像を用いた実
験を示す．
これらの実験によって各々の計算法の特質が明ら

かになる．そして，結論として FNS法が最も収束性
に優れていることを示す．

2. 基礎行列の推定

同一シーンを異なる位置から撮影した 2画像にお
いて，第 1画像の点 (x, y)と第 2画像の点 (x′, y′)が
シーンの同一点であれば，次のエピ極線方程式が成
り立つ [5, 9, 10]．
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行列 F = (Fij)は基礎行列と呼ばれる．ただし，f0

は任意の定数である1．新しいベクトル u, ξを

u = (F11, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33)>

ξ = (xx′, xy′, xf0, yx′, yy′, yf0, f0x
′, f0y

′, f2
0 )> (2)

と置けば，式 (1)は次のように書ける．

(u, ξ) = 0 (3)

以下，ベクトル a, bの内積を (a, b)と書く．式 (3)
においてベクトル uの大きさは不定であるから ‖u‖
= 1 と正規化する．このように，基礎行列の計算は
誤差のある 9 次元ベクトルデータ {ξα} から 9次元
ベクトル uを推定する問題に帰着する．

3. KCRの下界

データベクトル ξα を次のように書く．

ξα = ξ̄α + ∆ξα (4)

ここに ξ̄αは誤差のない理想的な値であり，∆ξαは誤
差項である．ξαの共分散行列を次のように定義する．

V [ξα] = E[∆ξα∆ξ>
α ] (5)

E[ · ]は誤差の分布に関する期待値を表す．各対応点
の各座標に期待値 0, 標準偏差 σの誤差が独立に加わ
るとき，式 (2)の第 2式より，共分散行列 V [ξα]は
O(σ)4 の項を除いて次のように書ける．

V [ξα] = σ2
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α f0ȳ
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1数値計算の安定性のためのスケールの調節である．本論文の
実験では f0 = 600としたが，f0 = 1としても実際的な問題はな
いであろう．

ただし，(x̄α, ȳα)はデータ点 (xα, yα)の真の位置で
あり，最適化の計算においては (xα, yα)に置き換え
て計算する2．
このとき，データに誤差がある限り，どのような推

定を行っても，得られる推定量 ûの共分散行列 V [û]
には，下回ることのできない下界が存在することが
知られている．ただし，推定量 ûの共分散行列 V [û]
を次のように定義する．

V [û] = E[(P uû)(P uû)>] (7)

ここにP uは次のように定義する射影行列である（I

は単位ベクトル）．

P u = I − uu> (8)

これを作用させるのは，uが単位ベクトルに正規化
されているため，その定義域が単位球面であり，こ
れを真値 uにおける接平面に射影して，その接平面
上で誤差を評価するという意味である．
このとき，誤差∆ξαの分布を期待値 0，共分散行

列 V [ξ]の独立な正規分布とみなせば，ûの任意の不
偏推定量に対して次の不等式が成り立つ [7, 10, 12]．

V [û] Â σ2
( N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)

)−
(9)

ただし，Âは左辺から右辺を引いたものが半正値対
称行列であることを意味し，( · )−はMoore-Penrose
の一般逆行列を表す．また V0[ξα]は式 (6)において
σ = 1としたものであり，正規化共分散行列と呼ぶ．
Chernovら [1]は式 (9)の右辺をKCR(Kanatani-
Cramer-Rao)下界と呼んだ．そして，û が不偏推
定量でなくても，σ → 0で û → uであれば O(σ4)
を除いて上式 (9)が成立することを示した．

4. 基礎行列の最尤推定

この問題の最尤推定は，誤差∆ξαの分布を期待値
0，共分散行列 V [ξ]の独立な正規分布とみなすと，拘
束条件 (u, ξ̄α) = 0, α = 1, ..., N のもとでマハラノ
ビス距離の二乗和

J =
1
2

N∑
α=1

(ξα − ξ̄α, V0[ξα]−(ξα − ξ̄α)) (10)

を最小にする u, ξ̄αを計算することである
3．ラグラ

ンジュ乗数を導入して拘束条件を除去すれば，式 (10)
2そうしても計算結果はほとんど左右されないことがシミュレー

ションで確認される．
3これは ξに対応する 9 次元空間中に N 点 {ξα} が与えられ

たとき，式 (3) の表す超平面を各点の共分散行列で重み付けした
距離の二乗和が最小になるように当てはめる問題と解釈できる．
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は次式となる [10, 13]．

J =
1
2

N∑
α=1

(u, ξα)2

(u, V0[ξα]u)
(11)

これを最小にする最尤推定解 ûML の共分散行列
V [ûML] は式 (9) の右辺の KCR の下界に O(σ4) の
項を除いて一致することが示せる [10, 13]．
なお，uには正規化条件 ‖u‖ = 1以外に，対応す

る基礎行列F の行列式が 0であるという制約がある．
しかし，式 (11) を最小にする単位ベクトル u が求
まった後に，容易に det F = 0となるように最適に
補正することができる4 [10, 13, 15, 17]．この最適補
正の手順は付録 Aに示すことにして，以下では制約
det F = 0を考えない最適化を考察する．

5. FNS法

式 (11)を最小化するには，uで微分した式

∇uJ =
N∑

α=1

(u, ξα)ξα

(u, V0[ξα]u)
−

N∑
α=1

(u, ξα)2V0[ξα]u
(u, V0[ξα]u)2

(12)
を 0と置いた次式を解けばよい5 ．

(M − L)u = 0 (13)

ただし，9 × 9行列M , N を次のように置いた．

M =
N∑

α=1

ξαξ>
α

(u, V0[ξα]u)
, L =

N∑
α=1

(u, ξα)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

(14)
Chojnackiら [2]のFNS法は式 (13)の解を次の反

復によって計算するものである．

1. uの初期値を与える．
2. 式 (14)の行列M , Lを計算する．
3. 固有値問題

(M − L)u′ = λu′ (15)

の絶対値最小固有値 λに対する単位固有ベクト
ル u′ を計算する．

4. 符号を除いてu′ ≈ uならu′を返して終了する．
5. そうでなければu ← u′としてステップ 2に戻る．

4これは誤差の高次の項を除けば det F = 0 のもとで式 (11)
を最小化するのと精度が同等である．また，式 (9) の KCR の下
界をこの制約を伴うものに修正することができる [17]．

5正規化条件 ‖u‖ = 1 は考慮しなくてよい．なぜなら式 (11)
は uの 0 次同次式であり，uを定数倍しても J の値は変化しな
いので，∇uJ は uのノルムを変化させる方向（= uの方向）の
成分が 0 だからである．

Chojnackiら [3]は制約条件 det F = 0を上記の反復
中に組み込む方法も示している．しかし，後にCho-
jnackiら [4]はステップ 3で絶対値最小ではなく，最
小固有値を選ぶほうが収束性が優れていることを述
べている．そこで以下では，上記のものを「オリジナ
ル FNS法」，最小固有値を用いるものを「改良 FNS
法」と呼ぶ．
どのように固有値を選んでも，収束時には λ = 0

である．なぜなら，収束時にはある uに対して

(M − L)u = λu (16)

が成り立つので，両辺と uとの内積をとれば

(u, Mu) − (u, Lu) = λ (17)

となる．しかし，式 (14)より (u, Mu) = (u, Lu)が
恒等的に成り立つから λ = 0でなければならない．

6. HEIV法

式 (13)は次のようにも書ける．

Mu = Lu (18)

Leedanら [16]のHEIV法はこれを一般固有値問題
Mu = λLuの反復によって解こうとするものであ
る．しかし，Lが正値対称行列ではないので直接に
は計算できない．そこで次のように置く．

ξα =

(
zα

f2
0

)
, u =

(
v

F33

)
(19)

V0[ξα] =

(
V0[zα] 0

0> 0

)
(20)

そして，8 × 8行列 M̃ , L̃を次のように置く．

M̃ =
N∑

α=1

z̃αz̃>
α

(v, V0[zα]v)
, L̃ =

N∑
α=1

(v, z̃α)2V0[zα]
(v, V0[zα]v)2

(21)
ただし，次のように定義した．

z̃α = zα − z̄ (22)

z̄ =
N∑

α=1

zα

(v, V0[zα]v)

/
N∑

β=1

1
(v, V0[zβ ]v)

(23)

すると，式 (18)は次のように書き直せる．

M̃v = L̃v, (v, z̄) + f2
0 F33 = 0 (24)
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第 1式を満たす 8次元単位ベクトル vが求まれば，第
2式から F33 が求まり，uが次のように与えられる．

u = N [

(
v

F33

)
] (25)

ただし，N [ · ]は単位ベクトルへの正規化を表す．式
(24)の第 1式を満たす単位ベクトル vは次の反復法
によって計算できる．

1. vの初期値を与える．
2. 式 (21)の行列 M̃ , L̃を計算する．
3. 一般固有値問題

M̃v′ = λL̃v′ (26)

の 1に最も近い一般固有値 λに対する単位一般
固有ベクトル v′ を計算する（付録 B）．

4. 符号を除いて v′ ≈ vなら v′を返して終了する．
5. そうでなければv ← v′としてステップ 2に戻る．

しかし，Leedanら [16]はステップ 3で 1に最も近
い一般固有値ではなく，最小一般固有値を選ぶほう
が収束性が優れていることを述べている．そこで以
下では，上記のものを「オリジナルHEIV法」，最小
一般固有値を用いるものを「改良HEIV法」と呼ぶ．
どのように一般固有値を選んでも，収束時には λ

= 1である．なぜなら，収束時にはある vに対して

M̃v = λL̃v (27)

が成り立つので，両辺と vとの内積をとれば

(v, M̃v) = λ(v, L̃v) (28)

となる．しかし，式 (21)より (v, M̃v) = (v, L̃v)が
恒等的に成り立つから λ = 1でなければならない．

7. くりこみ法

くりこみ法 [6, 10, 11]は式 (14)の第 2式のLを次
のように近似するものである．

L ≈ cN , N =
N∑

α=1

V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)

. (29)

そしてM − cN が固有値 0を持つように定数 cを定
める．これは次の反復によって計算できる．

1. uの初期値を与え，c = 0と置く．
2. 式 (14) の行列 M と式 (29) の行列 N を計算
する．

3. 固有値問題

(M − cN)u′ = λu′ (30)

の最小固有値 λに対する単位固有ベクトルu′を
計算する．

4. λ ≈ 0なら u′ を返して終了する．
5. そうでなければ

c ← c +
λ

(u′,Nu′)
, u ← u′ (31)

と更新してステップ 2に戻る．

このような反復で得られる解の誤差は理論的にはFNS
法，HEIV法と同じ次数をもつ [13]．

8. ガウス・ニュートン法

式 (11)の関数 J の勾配∇uJ が式 (12)で与えられ
るので，ヘッセ行列∇2

uJ を求めれば，ニュートン法
によって Jを直接に最小化することができる．ニュー
トン法による uの増分∆uは次の連立１次方程式の
解である [14]．

(∇2
uJ)∆u = −∇uJ (32)

しかし，関数 J が u方向に一定であるので6，ヘッ
セ行列 ∇2

uJ は固有値 0の固有ベクトル uをもつ特
異行列であり，式 (32)は無数の解をもつ．このとき，
一般逆行列を用いて

∆u = −(∇2
uJ)−∇uJ (33)

とすれば，uに直交する方向に∆uが得られる．
式 (12)の勾配 ∇uJ を微分してガウス・ニュート

ン近似 [14]（(u, ξα)の項を無視）を行うと，ヘッセ
行列 ∇2

uJ は式 (14)の行列M そのものになる．こ
れが uを固有値 0の固有ベクトル uを持つようにす
るには，式 (8) の射影行列 P u を適用すればよい．
以上より，次のガウス・ニュートン法が得られる．

1. uの初期値を与える．
2. u′ を次のように計算する．

u′ = N [u − (P uMP u)−(M − L)u] (34)

3. u′ ≈ uなら u′ を返して，終了する．
4. そうでなければu ← u′としてステップ 2に戻る．

9. 初期値の設定

以上の方法はどれも反復法であり，初期値が必要
である．収束性の初期値に対する依存性を調べるた
めに，次の 3種類を考える．

6脚注 5) 参照．
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9.1 ランダム初期化

初期値uをランダムに選ぶ．具体的には平均 0，標
準偏差 1の正規乱数を独立に 9個発生させ，それら
を成分とするベクトルを単位長に正規化したものを
uとする．

9.2 最小二乗法 (代数距離最小化法)

式 (11)の右辺の分母を無視すると，次のように書
き直せる．

JLS =
1
2

N∑
α=1

(u, ξα)2 =
1
2
(u,MLSu) (35)

ただし，次のように置いた．

MLS =
N∑

α=1

ξαξ>
α (36)

式 (35) は uの 2次形式であるから，これを最小にす
る単位ベクトル uは固有値問題

MLSu = λu (37)

の最小固有値λに対する単位固有ベクトルである [10,
14]．

9.3 Taubin法

Taubin法 [18]は，次のように式 (11)の右辺の分
母をすべての項の平均値で置き換えるものである．

JTB =
1
2

∑N
α=1(u, ξα)2∑N

α=1(u, V0[ξα]u)
=

1
2

(u, MLSu)
(u, NTBu)

(38)

ただし，次のように置いた．

NTB =
N∑

α=1

V0[ξα] (39)

式 (38)は uのレイリー商であるから，これを最小に
する単位ベクトル uは一般固有値問題

MLSu = λNTBu (40)

の最小一般固有値 λに対する単位一般固有ベクトル
である [10]．しかし，NTBが正値対称行列でないの
で7，直接には解くことができない．そこで u, ξαを
式 (19) のように置き，8 × 8行列 M̃LS, ÑTB を次
のように置く．

M̃LS =
N∑

α=1

z̃αz̃>
α , ÑTB =

N∑
α=1

V0[zα] (41)

7各 V0[ξα] が式 (20) の形をしていることに注意．

図 1: 2枚の平面格子シミュレーション画像

ただし，次のように置いた．

z̃α = zα − z̄, z̄ =
1
N

N∑
α=1

zα (42)

すると，式 (40)は次のように書ける．

M̃LSv = λÑTBv, (v, z̄) + f2
0 F33 = 0 (43)

第 1式の一般固有値問題の最小一般固有値 λに対応
する 8次元単位一般固有ベクトルを vを求めれば（付
録 B），F33 が第 2式から求まり，uが式 (25)のよ
うに与えられる．

10. シミュレーション実験

図 1はシーン中で角度 60◦ をなす 2枚の平面格子
を異なる 2方向から見た画像である．画像サイズは
600 × 600画素を想定し，焦点距離は 1200画素であ
る．画像中の格子点を特徴点として，各点の x, y座
標に平均 0，標準偏差 σ 画素の正規分布に従う乱数
誤差を独立に加え，これから FNS法，HEIV法，く
りこみ法，ガウス・ニュートン法によって基礎行列
を計算した．そして，σ を横軸にとり，各 σ に対し
て 1000回の独立に試行し，その収束までの反復回数
の平均値をプロットした．
加える誤差の範囲は得られる解 ûの真値 uから u

に直交する方向への平方平均二乗誤差が最大でも約
0.5程度になるように設定した8．これはそれ以上の
誤差を加えると，もはや意味のある解が得られない
と思われるからである9．
また，反復回数は収束の判定条件に依存するので，

すべての手法に対して更新値 u′と前回の反復の値 u

が ‖u′ − u‖ < 10−6 となったときに終了した10．
図 2はランダム初期化に対する結果であり．図 2(a)

は FNS法，HEIV法に対する固有値の選択方法を比
8これは解 ûと真値 u との成す角の平均が最大 30◦ 程度にな

ることに相当する．
9誤差が多いと式 (11) の評価関数 J の関数形が次第に平坦に

なり，最終的には任意の値が解になり得ると考えられる．
10uと −uとは同じ解を表すので，計算では ‖u′ ±u‖の小さ
いほう用いた．
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図 2: ランダム初期化に対する平均反復回数．

較したものである．このときオリジナル FNS法では
試行回数のほぼ 99%，オリジナル HEIV法ではほぼ
40%が収束しなかった．その場合は反復を 100回で
打ち切り，反復回数を 100と数えた．
図 2(a)はオリジナル FNS法，オリジナル HEIV

法に比較して改良 FNS法，改良 HEIV 法のほうが
明らかに収束性が優れていることを示している．こ
れは次のように説明される．
既に指摘したように，FNS法とHEIV法でどのよ

うに固有値や一般固有値を選んでも，収束時点では
それぞれ 0, 1 となる．このとき式 (14)中の行列 L

も式 (21)中の行列 L̃も O に近い値となる11．しか
し，ランダムに初期値を選ぶと Lや L̃が Oからか
け離れた値になる．式 (15), (26)はそれぞれ次のよ
うに書ける．

(M − L − λI)u′ = 0, (M̃ − λL̃)v′ = 0 (44)

Lも L̃も正値対称行列であるから，その影響を打ち
消すためには第 1式では λを負に，第 2式では λを
1より小さい値を選ぶほうが解に近くなると考えら
れる．
図 2(b)は改良 FNS法，改良 HEIV法，くりこみ

法，ガウス・ニュートン法を比較したものである．こ
れからくりこみ法が最も効率的であることがわかる．
その理由は次のように考えられる．

11データに誤差がなければ uの真値に対して (u, ξα) = 0 で
あり，v の真値に対して (v, zα) = 0 であるから，収束時には
(u, ξα) ≈ 0, (v, zα) ≈ 0 である．
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図 3: 最小二乗法による初期化に対する平均反復回数．
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図 4: Taubin法による初期化に対する平均反復回数．

くりこみ法では式 (30) において c = 0 から出発
するので，最初に計算される u値はM の最小固有
値に対する固有ベクトルであり，u の初期値が何で
あれ最小二乗法の解に近い解が計算される．それに
対して，FNS法とHEIV法では上述のように，ラン
ダムな初期値に対して Lや L̃が Oから離れた値を
もつので，計算される uも解から離れる．ガウス・
ニュートン法は当然，解から離れた値から出発する
と収束しにくくなる．
図 3, 4は初期値をそれぞれ最小二乗法，Taubin法
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図 5: 実画像上の対応点と計算したエピ極線．

で定めた場合を同様にプロットしたものである．図
2(a), 3(a), 4(a)を比較してわかるように，初期値が
向上するとオリジナルFNS法，オリジナルHEIV法
と改良 FNS法，改良 HEIV 法との差が少なくなる．
これは前述の考察から予想された結果である．さら
にオリジナル/改良 HEIV法よりもオリジナル/改良
FNS法のほうが収束性がよいことがわかる．
また，図 2(b), 3(b), 4(b)を比較してわかるように，

FNS 法，HEIV法，ガウス・ニュートン法では初期
値を改善すると収束性が向上するが，くりこみ法は
ほとんど変化がない．これは前述のように，くりこ
み法はそれ自身で最小二乗法に相当する初期値を作
り出しているからである．
以上を総合すると，最も収束性が優れているのは

Taubin法によって初期化したFNS法であると結論さ
れる．また，FNS法，HEIV法の固有値の選択の改良
は初期値の精度が悪いときに差が現れるが，Taubin
法のようによい初期値を用いると差がないこともわ
かった．これ以外のシミュレーション例でも実験を
行ったが，ほぼ同様の状況であった．

11. 実画像実験

図 5は同一シーンを異なる視点から撮影した実画
像である．これらから 100個の特徴点を手動で指定
し，その対応から基礎行列を計算した．収束性を除
けば得られる解はどの手法でも同じであり，図 5中
に計算したエピ極線を図示している．
表 1, 2, 3はそれぞれランダム，最小二乗法，およ

びTaubin法で初期化した場合の各手法の反復回数で
ある．ただし，ランダム初期化の場合は 100回の試
行の平均値である．表 1, 2, 3から，初期値をどう選
んでも HEIV法より FNS法のほうが収束性に優れ，
初期値に最小二乗法またはTaubin法を用いると，固
有値の選択には差が見られない．そして，初期値が
正しいほど収束しやすいことがわかる．一方，くり
こみ法の収束回数はほとんど初期値の選び方によら
ない．

表 1: ランダム初期化に対する平均反復回数（100回の試
行の平均値）．

手法 反復回数
オリジナル FNS法 94.26回
オリジナル HEIV法 74.62回
改良 FNS法 11.99回

ガウス・ニュートン法 10.34回
改良 HEIV法 9.1回
くりこみ法 6.99回

表 2: 最小二乗法による初期化に対する反復回数．

手法 反復回数
オリジナル HEIV法 7回
改良 HEIV法 7回
くりこみ法 7回

ガウス・ニュートン法 5回
オリジナル FNS法 5回
改良 FNS法 5回

表 3: Taubin法による初期化に対する反復回数．

手法 反復回数
オリジナル HEIV法 7回
改良 HEIV法 7回
くりこみ法 7回

ガウス・ニュートン法 6回
オリジナル FNS法 5回
改良 FNS法 5回

12. まとめ

本論文では，まず 2画像の点対応から基礎行列を
計算する最尤推定とその KCR下界との関係を述べ，
具体的な数値計算法として FNS法，HEIV法，くり
こみ法のアルゴリズムをまとめた．そして，同等の解
を計算するガウス・ニュートン法を新たに追加した．
次に，誤差を加えたシミュレーション画像を用い

てこれらの反復解法の収束性を検討した．FNS法と
HEIV法についてはオリジナルな方法と改良法を比
較した．初期値はランダムに，最小二乗法で，およ
びTaubin法で定める 3通りで比較した．さらに実画
像を用いて実験を行った．
その結果，初期値の誤差が大きいときはオリジナ

ル FNS法，オリジナルHEIV 法よりも改良 FNS法，
改良 HEIV法のほうが収束性に優れているが，初期
値の誤差が小さいと固有値の選択法の影響がないこ
とがわかり，その理由を考察した．
また，くりこみ法以外の方法は反復回数が初期値

の精度に依存するのに対して，くりこみ法は初期値
の影響がほとんどないことを実証し，その理由を考
察した．
全体的には（改良）FNS 法が最も収束性に優れ，
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くりこみ法およびガウス・ニュートン法がそれに次
ぐ収束性を持っている．初期値としてはTaubin法を
用いるのが最も効果的である．
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付録A: 基礎行列の最適補正

計算した基礎行列 F を det F = 0になるように最適に

補正する方法は以下の通りである [8, 10, 15, 17]．

まず，拘束 det F = 0を考慮しないで計算した基礎行列

の最尤推定解 F̂ を表す 9次元ベクトルを ûとする．そし

て次の行列を計算する．

M̃ =

N∑
α=1

P ûξαξ>
α P û

(û, V0[ξα]û)
(45)

ただし，P û は式 (8)の射影行列を ûに対して計算したも

のである．

M̃ の 9個の固有値を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ9 (= 0)とし，

対応する単位固有ベクトルを u1, u2, ..., u9 (= û)とする

と，推定値 û の正規化共分散行列 V0[û] は次のように推

定される12[10]．

V0[û] =
u1u

>
1

λ1
+ · · · + u8u

>
8

λ8
(46)

そこで，û，および V0[û]を次のように更新し，これを

収束するまで反復する．

û ← N [û − (det F )V0[û]û†

(û†, V0[û]û†)
] (47)

V0[û] ← P ûV0[û]P û (48)

ただし，û† はベクトル ûを次のように変換したものであ

る13．

û† =



û5û9 − û8û6

û6û7 − û9û4

û4û8 − û7û5

û8û3 − û2û6

û9û1 − û3û7

û7û2 − û1û8

û2û6 − û5û3

û3û4 − û6û1

û1û5 − û4û2


(49)

付録B: 一般固有値問題

一般固有値問題とは与えられた n × n 対称行列 A と

n × n正値対称行列 G に対して

Aw = λGw (50)

の関係が成り立つ λ1, ..., λn （一般固有値）と対応する

w1, ..., wn （一般固有ベクトル）を計算することである

（G が単位行列 I のときが普通の固有値問題である）．こ

れを計算するには，G の固有値 µ1, ..., µn と対応する単

位固有ベクトル g1, ..., gn を計算して，次のようにおく

T =
g1g

>
1√

µ1
+

g2g
>
2√

µ2
+ · · · + gng>

n√
µn

(51)

すると，行列 Ã = TAT の固有値 λ1, ..., λn が求める一

般固有値である．また，対応する Ãの固有ベクトルを u1,

..., un とすると，求める一般固有ベクトルは w1 = Tu1,

..., wn = Tun である．

12ただし，λ8 が非常に小さい値になることがあるので，全体に
λ8 を掛けてスケールを O(1) にするほうが数値計算が安定する．

13F̂ の余因子行列 F̂U
†
をベクトル表現したものである．
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