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必ずしも等方一様でない独立な正規分布に従う誤差のもとで 2組の対応点から基礎行列を最適に計算する
手法を述べる。まずこの誤差モデルのもとでの精度の理論限界を導き、次にこれを達成するアルゴリズムを記
述する。これはまずランク拘束を考慮せずにくりこみ法により基礎行列を計算し、次にこれがランク拘束を満
たすように補正するものである。そして本手法の精度が理論限界を実際に達成していることを実験的に検証す
る。したがって、本手法は厳密に最適であり、もはや改良の余地はない。また、本アルゴリズムにより最適解
が得られるだけでなく、その信頼性も同時に評価される。シミュレーションおよび実画像実験によりエピ極点
の信頼性を評価する例を示す。
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This paper presents an optimal algorithm for computing the fundamental matrix from two sets of

corresponding points in the presence of independent Gaussian noise not necessarily isotropic or homoge-

neous. We �rst derive a theoretical accuracy bound and then present an algorithm that attains it. This

algorithm �rst applies a technique called renormalization without considering the rank constraint and

then corrects the solution to impose the constraint. We demonstrate by experiments that our algorithm

indeed attains the accuracy bound. Hence, our algorithm is optimal in the strict sense: no further
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1. 序論

2画像間の「基礎行列」を計算することは画像から

３次元復元を行うあらゆる問題の核心である [2, 16,

19, 20]。まず、基礎行列から「エピ極線」と「エピ極

点」が計算できるから、一方の画像中の各点の他方の

画像中で対応する位置がその点のエピ極線上に制限さ

れる [7, 8, 2, 11]。この性質はステレオ画像からの３

次元復元の最も基礎となる事実である。また、基礎行

列からその撮影カメラの知識と合わせてカメラの相対

的な位置や物体の３次元構造を計算することもできる

[3, 14, 15]。このためこれまで基礎行列を計算するさ

まざまなな方法が提案された [1, 4, 5, 13, 17, 18, 21,

22]。これらはすべて、誤差がなければ 0 となるある

関数 (目的関数)を最小化するものであり、この最小

化が「最適化」と呼ばれてきた。

しかし、そもそも真の解が求まらないのはデータに

誤差があるためであるから、精度のよい解を得るには

その誤差の性質を明らかにしなければならない。誤差

のモデルが与えられれば統計的解析によって「その誤

差モデルのもとでの最適解」が定まる。ところがこれ

までの研究では誤差モデルにほとんど触れず、新奇な

目的関数を思い付くままに列挙し、シミュレーション

および実画像実験で比較しているのみである [1, 4, 5,

13, 21, 22]。

この理由はあるゆる場で有効な「万能アルゴリズ

ム」が唯一存在すると暗黙に仮定されているためと思

われる。その要因の一つは特徴点の誤対応に起因する

「アウトライア」である。そして、その統計的モデル

化が困難であるという理由で誤差のモデル化自体が排

除されてきた。その結果、アウトライアのない場合に

精密なアルゴリズムはアウトライアがあれば有効でな

いという理由で排除され、精度は悪いがアウトライア

に影響されにくいアルゴリズムが重視されてきた [17,

18]。しかし、アウトライアの検出とアウトライアの

ない場合の高精度アルゴリズムとは別問題である。ア

ウトライア検出に有効な手法によってアウトライアを

除去した後でアウトライアのない場合の高精度手法を

適用すべきである。

また、従来の論文ではどれも種々の手法の実験結果

を互いに比較しているのみである。しかし、手法の最

適性は精度の理論限界と比較して初めて実証される。

これを達成していなければ改良の余地があるし、達成

していればもはや改良の余地がない。したがって理論

限界を導き、これと比較することが不可欠である。

本論文では「各特徴点の誤差が微小かつランダムで

あり互いに独立で期待値 0の正規分布に従う」という

モデルのもとでの基礎行列の最適計算アルゴリズム

を述べる。ただし誤差分布は最も一般的なものとし、

「一様性」 (場所によらない) も「等方性」 (方向によ

らない) も仮定しない。まず、このモデルのもとでの

精度の理論限界を示す。次にこれを達成するアルゴリ

ズムを記述し、実際に限界を達成していることを実験

的に示す。したがって、本アルゴリズム厳密な意味で

「最適」であり、仮定した誤差モデルのもとではもは

や改良の余地はない。

本アルゴリズムは単に最適解を計算するのみなら

ず、計算した解の信頼性も同時に評価する。したがっ

て、計算した基礎行列から３次元復元を行えば復元し

た３次元形状の信頼性も評価することができる。

カメラがあらかじめキャリブレーションされ、焦点

距離が既知の透視変換と仮定できれば、基礎行列は

「基本行列」と呼ばれ、より複雑な拘束条件 (「分解

可能条件」 [6, 8])が課される。この場合の最適推定は

既になされ、それによる３次元復元の信頼性も評価さ

れている [10, 11]。本論文のアルゴリズムはこれから

分解可能条件を取り除いたものである。

2. 基礎行列

任意の画像座標系により表されたN 組の対応点

f(x

�

; y

�

)g, f(x

0

�

; y

0

�

)g, � = 1, ..., N(単位は画素)を

次のベクトルで表す。

x

�
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�
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0
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�
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0
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1
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0

�

=

0
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0

�

=f

0
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0

�
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0
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(1)

f

0

はスケール因子 (単位は画素)であり、 x
�

=f

0

,

y

�

=f

0

, x

0

�

=f

0

, y

0

�

=f

0

が O(1) となるように選ぶ 1。こ

のとき、ある行列式 0の行列 F が存在して

(x

�

;Fx

0

�

) = 0 (2)

となっているとき、二つの点集合はエピ極線拘束条件

を満たすといい、式 (2)をエピ極線方程式と呼ぶ。そ

して F を基礎行列と呼ぶ。ただし、本論文ではベク

トル a, bの内積を (a; b) と表す。式 (2)は対応点が

シーン中の静止した特徴点を 2台のカメラで観測した

ものであるための必要十分条件である [2, 16, 19, 20]。

式 (2) より F はスケールの不定性があるので kF k =

1例えば画像サイズを用ればよい。カメラの焦点距離 (単位は画
素)の近似値が既知なら、それを用いてもよい。
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1 と正規化する。ただし、行列A = (A

ij

)のノルムを

kAk =

q

P

3

i;j=1

A

2

ij

と定義する。

3. 誤差モデル

ベクトル x

�

, x

0

�

の真の値を �
x

�

,
�
x

0

�

とし、次のよ

うに書く。

x

�

=
�
x

�

+�x

�

; x

0

�

=
�
x

0

�

+�x

0

�

(3)

�x

�

, �x

0

�

を期待値 0の正規分布に従う独立な確率

変数とみなし、その共分散行列をそれぞれ V [x

�

] ,

V [x

0

�

] とする。ただし、これらの絶対的な大きさを知

る必要はなく、その相対的な傾向のみ既知とする。そ

して

V [x

�

] = �

2

V

0

[x

�

]; V [x

0

�

] = �

2

V

0

[x

0

�

] (4)

と書き、未知の定数 �を ノ イズレベルと呼ぶ。

V

0

[x

�

], V

0

[x

0

�

]は誤差の場所や方向への相対的な依存

を表し、正規化共分散行列と呼ぶ。ベクトル x

�

, x

0

�

は第３成分が 1であるため V

0

[x

�

], V

0

[x

0

�

]は第３行

第３列が 0の特異行列である。誤差の出方に特に傾向

がない場合はデフォルト値 diag(1; 1; 0)を用いる。た

だし diag(� � �)は � � �を対角要素とする対角行列を表

す。

問題は f�x
�

,
�
x

0

�

gがエピ極線方程式 (2)を満たすと

き、誤差のある fx
�

, x

0

�

gから基礎行列 F を推定する

ことである。

4. 精度の理論限界

基礎行列 F のある推定値を ^

F とし、その真の値を
�

F とする。この共分散テンソル V [ ^

F ]を次のように定

義する。

V [

^

F ] = E[P

�

(

^

F �

�

F )
 (

^

F �

�

F )

�

P

>

] (5)

右辺の E[ � ]は期待値を表す。演算
はテンソル積で

あり、行列A = (A

ij

), B = (B

ij

)に対してA 
 B

は (ijkl)要素が A

ij

B

kl

のテンソルである。テンソル

P = (P

ijkl

), T = (T

ijkl

)に対して PT P > は (ijkl)

要素が
P

3

m;n;p;q=1

P

ijmn

P

klpq

T

mnpq

のテンソルであ

る。式 (5)中の P = (P

ijkl

)は次のように定義された

射影テンソルである。

P

ijkl

= �

ik

�

jl

�

�

F

ij

�

F

kl

(6)

ただし �
ij

はクロネッカデルタであり、 i = j のとき

1、そうでないとき 0をとる。モーメントテンソル �

M

= (

�

M

ijkl

)を次のように定義する。

�

M =

1

N

N

X

�=1

�

W

�

�

x

�




�

x

0

�




�

x

�




�

x

0

�

; (7)

�

W

�

=

1

(
�
x

0

�

;

�

F

>

V

0

[x

�

]

�

F
�
x

0

�

)+(
�
x

�

;

�

FV

0

[x

0

�

]

�

F

>

�
x

�

)

(8)

このとき統計的最適化理論 [11]から共分散テンソル

V [

^

F ]の下界が次のように得られる。

V[

^

F ] �

�

2

N

�

P

S

�

MP

S>

�

�

7

(9)

ただし、テンソル T , S に対して T � S は T � S が

半正値テンソル (固有値がすべて非負のテンソル)で

あることを意味する。 P S

= (P

S

ijkl

)は次のように定

義された射影テンソルである。

P

S

ijkl

= �

ik

�

jl

�

�

F

y

ji

�

F

y

lk

k

�

F

y

k

2

(10)

�

F

y

は行列 �

F の余因子行列である。テンソル T と行

列Aに対して TA = �A となるとき、行列Aはテン

ソル T の固有値 �の固有行列であるという。テンソ

ル T = (T

ijkl

) と行列A = (A

ij

)の積 TAは (ij)要

素が
P

3

k;l=1

T

ijkl

A

kl

の行列である。テンソル T の固

有値と固有行列は T を 9� 9行列と同一視して固有値

を計算し、得られる 9次元固有ベクトルを 3 � 3行列

と同一視すればよい [11]。 ( � ) �

r

はランクを r に拘束

した一般逆テンソルである。テンソル T の固有値を

�

1

� � � � � �

9

、対応するノルム 1の固有行列をU
1

,

..., U

9

とする。 �
r

> 0 となる rに対して T �

r

は次の

ように計算される。

T

�

r

=

r

X

i=1

U

i


U

i

�

i

(11)

推定値 ^

F の平方平均二乗誤差 (root-mean-square er-

ror)を次のように定義する。

rms[

^

F ] =

q

E[kP(

^

F �

�

F )k

2

] (12)

射影テンソル P の定義より、取り得る値の範囲は 0 �

rms[

^

F ] � 1である。式 (9)から次の理論的下界が得

られる。

rms[

^

F ] �

q

trV [

^

F ] (13)

ただし、テンソル T = (T

ijkl

)のトレース trT を次の

ように定義する。

trT =

3

X

k;l=1

T

klkl

(14)
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注： F はその 9個の要素を座標とする 9次元空間R 9

の 1点とみなせる。この空間の中で detF = 0 とな

る点の集合は 8次元代数多様体 S となる。そして、

S 上の点 �

F における接空間 T

�

F

(S)への射影テンソル

P

S

= (P

S

ijkl

)が式 (10)で与えられる。一方、正規化

kF k = 1 より F はその空間中の原点を中心とし、半

径 1の 8次元球面 S

8 上にある。式 (6)は S

8 上の点
�

F における接空間 T

�

F

(S

8

)への射影テンソルに他なら

ない。したがって F は S

8 と S の交わりに拘束され

ている。そして、 T
�

F

(S)は �

F において �

F

y>

と直交

する線形空間であり、 T
�

F

(S

8

)は �

F において �

F と直

交する線形空間である。ただし行列A = (A

ij

), B

= (B

ij

)の内積を (A;B) =

P

3

i=1

A

ij

B

ij

と定義す

る。さらに �

F と �

F

y>

が直交することが次のように示

せる。

(

�

F

y>

;

�

F ) = tr(

�

F

y

�

F ) = (det

�

F )trI = 0: (15)

この結果、射影テンソル P S は接空間 T

�

F

(S

8

)をそれ

自身の中に射影する。定義よりモーメントテンソル
�

Mの定義域は接空間 T

�

F

(S

8

)であるが式 (9)の右辺

の定義域は T

�

F

(S)\T

�

F

(S

8

)である。これは �

F におけ

る 7次元空間であり、その零空間は �

F と �

F

y>

の張る

2次元空間である。

5. アルゴリズムの概要

以下に述べるアルゴリズムは２段階から成る。第１

段階では detF = 0の制約を考えずにくりこみ法 [9,

10, 11] と呼ぶ手法を用いて F を最適に計算する。こ

れは最小二乗法による解を計算してはそれに含まれる

統計的偏差を逐次的に除去するものである。第２段階

では第１段階で得られる F の共分散テンソル V [ ^

F ]に

基づいて detF = 0 となるように最適に補正する。こ

れは V [ ^F ]に関するマハラノビス距離を最小化するも

のである。

5.1 くりこみ法

1. c = 0, W

�

= 1, � = 1, ..., N , J = 1 と置

く。% 実際の計算では1は十分大きい数とす

る (例: 10

10

)。

2. 次のようにテンソルM= (M

ijkl

),N = (N

ijkl

)

を計算する。

M

ijkl

=

1

N

N

X

�=1

W

�

x

�(i)

x

0

�(j)

x

�(k)

x

0

�(l)

;

N

ijkl

=

1

N

N

X

�=1

W

�

(V

0

[x

�

]

ik

x

0

�(j)

x

0

�(l)

+V

0

[x

0

�

]

jl

x

�(i)

x

�(k)

) (16)

% x

�(i)

, x

0

�(i)

はそれぞれベクトル x

�

の第

i成分であり、 V
0

[x

�

]

ij

, V

0

[x

0

�

]

ij

はそれぞれ

V

0

[x

�

], V

0

[x

0

�

]の (ij)要素である。

3. テンソルMの 9個の固有値 �

1

� � � � � �

9

と

対応するノルム 1の固有行列の正規直交系 fF
1

,

..., F

9

gを計算する。

4. 次の計算を行う。

� cを次のように更新する。

c c+

�

9

(F

9

;NF

9

)

(17)

� W

�

, � = 1, ..., N を次のように計算する。

W

�

= 1

.�

(x

0

�

;F

>

9

V

0

[x

�

]F

9

x

0

�

)

+(x

�

;F

9

V

0

[x

0

�

]F

>

9

x

�

)

�

) (18)

� 式 (16)によってテンソルM, N を計算する。

� 次の計算を行う。

J

0

 J; J  (F

9

;MF

9

) (19)

� J

0

< J であれば J  J

0 とする。

� そうでなければ次のテンソルの 9個の固有値 �

1

� � � � � �

9

と対応するノルム 1の固有行列の正

規直交系 fF
1

, ..., F

9

gを計算する。

^

M =M� cN (20)

5. これを J

0

� J または j�
9

j � 0 となるまで反復

する。% これによって収束が保証される。

5.2 最適補正

1. くりこみ法で得られた行列 F

9

を F とする。

2. 二乗ノイズレベルの推定値 �̂

2 を次のように計算

する。

�̂

2

=

J

1� 8=N

(21)

3. F の正規化共分散テンソルを次のように計算す

る。

V

0

[F ] =

1

N

8

X

i=1

F

i


 F

i

�

i

(22)
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4. detF � 0 となるまで次の計算を反復する。

� 行列 F を次のように更新する。

F  N [F �

(detF )V

0

[F ]F

y>

(F

y>

;V

0

[F ]F

y>

)

] (23)

% N [ � ]はノルムを 1 とする正規化作用素であ

る。

� 射影テンソル P = (P

ijkl

)を次のように定義す

る。

P

ijkl

= �

ik

�

jl

� F

ij

F

kl

(24)

� 正規化共分散テンソル V
0

[F ]を次のように更新

する。

V

0

[F ]

ijkl

 

3

X

m;n;p;q=1

P

ijmn

P

klpq

V

0

[F ]

mnpq

(25)

% F の誤差は F に直交するので、 F が変われ

ば誤差の定義域も変わる。上式は誤差の挙動を

新しい接空間 T

F

(S

8

)に射影するものである。

6. エピ極点とエピ極線

F

> の固有値 0に対する単位固有ベクトルを u とす

る。第１画像中のエピ極点とは次のように表される点

である。

x

e

= Z[u] (26)

ただし Z[ � ]は第３成分を 1 とする正規化作用素であ

る。このエピ極点は第２画像を撮影したカメラのレン

ズ中心の画像上の位置である。ただし焦点距離が与え

られない限り、その物理的な方向を知ることはできな

い。

第１画像中のエピ極線とは次のように定義される直

線である。

(n

�

;x) = 0; n

�

= N [Fx

0

�

] (27)

nはこの直線のＮベクトルと呼ばれる [7, 8]。すべて

のエピ極線はエピ極点 x

e

で交わる。

第２画像についても同様である。 F の固有値 0に

対する単位固有ベクトルを v とすると、エピ極点が次

のように定義される。

x

0

e

= Z[v] (28)

これは第 1画像を撮影したカメラのレンズ中心の画像

上の位置であるが、やはり焦点距離が与えられない限

り、その物理的な方向を知ることはできない。エピ極

線は次のように定義される。

(n

0

�

;x

0

) = 0; n

0

�

= N [F

>

x

�

] (29)

すべてのエピ極線はエピ極点 x

0

e

で交わる。

データに誤差があるとき、エピ極点 x

e

の共分散行

列は固有値問題の摂動定理 [11]を用いて次のように導

ける。

V [x

e

] =

Q

�
x

e

V [u]Q

>

�
x

e

(k;
�
u)

2

(30)

バーは真の値を意味し、射影行列Qを次のように定

義する。

Q

x

= I � xk

>

(31)

式 (30)中のベクトル uの共分散行列 V [u]は次のよ

うに与えられる。

V [u] = �

2

(

�

F

�

F

>

)

�

2

G(

�

F

�

F

>

)

�

2

(32)

ただし、行列G = (G

ij

)を次のように置く。

G

ij

=

3

X

j;k=1

E

ijkl

�u

k

�u

l

(33)

テンソル E = (E

ijkl

)は次のように定義される。

E

ijkl

=

3

X

m;n=1

�

V

0

[F ]

imjn

�

F

km

�

F

ln

+V

0

[F ]

imln

�

F

km

�

F

jn

+V

0

[F ]

kmjn

�

F

im

�

F

ln

+V

0

[F ]

kmln

�

F

im

�

F

jn

�

(34)

同様に、エピ極点 x

0

e

の共分散行列は次のように書け

る。

V [x

0

e

] =

Q

�
x

0

e

V [v]Q

>

�x

0

e

(k;
�
v)

2

; (35)

V [v] = �

2

(

�

F

>

�

F )

�

2

G

0

(

�

F

>

�

F )

�

2

(36)

ただし、行列G

0

= (G

0

ij

)を次のように置く。

G

0

ij

=

3

X

j;k=1

E

0

ijkl

�u

k

�u

l

; (37)

E

0

ijkl

=

3

X

m;n=1

�

V

0

[F ]

minj

�

F

mk

�

F

nl

+V

0

[F ]

minl

�

F

mk

�

F

nj

+V

0

[F ]

mknj

�

F

mi

�

F

nl

+V

0

[F ]

nknl

�

F

mi

�

F

nj

�

(38)

7. シミュレーション実験

図 1は移動するカメラで焦点距離を変えながら撮影

した格子パタンからなる環境モデルのシミュレーショ
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図 1: ３次元環境のシミュレーション画像とそのエピ極線。
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1σ
図 2: 計算した基礎行列の平方平均二乗誤差。 2: 本手法、
�: 最適補正を行わない場合、 �: 最小二乗法。破線は理論
的下界。

ン画像である (512�512画素)。いくつかのエピ極線

も重ねてある。この二つの画像中の格子点の x, y座標

に独立に期待値 0、標準偏差 �(画素)の正規乱数を独

立に加え、それを対応点として基礎行列を計算した。

5.1節のくりこみ法は収束が保証されており、通常は

3, 4回の反復で収束する。

図 2は横軸を � とし、各 � に対して異なる誤差を加

えて 100回計算して、平方平均二乗誤差
v

u

u

t

1

100

100

X

a=1

kP(

^

F

a

�

�

F )k

2

(39)

をプロットしたものである (

^

F

a

は a回目の推定値、
�

F は真の値、 P は式 (6)の射影テンソル)。 2が本手

法によるものであり、破線は式 (13)の理論的下界で

ある。 �は 5.1節のくりこみ法のみを行い、 5.2節

の最適補正を行わない場合である。また �は最小二

乗法 (代数的距離最小法)[4, 5]によるものである。こ

れは式 (2)から直接に

1

N

N

X

�=1

(x

�

;Fx

0

�

)

2

! min (40)

0
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0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1σ
図 3: 平均実行時間 (秒)。 2: 本手法、 �: 最適補正を行
わない場合、 �: 最小二乗法。

とするものであり、 5.1節のくりこみ法のステップ 4

の反復を行わないものに相当している。

図からわかるように、本手法は精度の理論限界に

到達しており、もはや改良の余地がない。これは理

論解析からも示せるが [11]、実験的にも確認された。

図 3は図 2の計算のワークステーション Sun Ultra-30

(SunOS 5.6)上での平均実行時間である。当然なが

ら、本手法は最小二乗法に比べて時間がかかるが、こ

の程度の計算時間で精度を限界まで高めることができ

るともいえる。

図 4(a)は図 1の第１画像のエピ極点付近を拡大した

ものであり、これに � = 0:5(画素) として誤差をいろ

いろに変えて計算したエピ極点を 100点プロットして

いる。楕円は真のエピ極点 �
x

e

を中心とし、式 (30)の

共分散行列 V [x

e

]を表すものである (各方向の標準偏

差を示す)。再び本手法が精度の理論限界に到達して

いることがわかる。図 4(b)は最小二乗法による結果

である。この場合は計算した基礎行列 F の行列式が

必ずしも 0でないから厳密に F >

u = 0 となるベクト

ル uが存在しない。そこで kF >

uk

2

! min となる単

位ベクトル uを計算する (FF

> の最小固有値に対応

する単位固有ベクトルに等しい)。図からエピ極点の
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(a) (b)

図 4: 図 1の第１画像のエピ極点の信頼性。 (a) 本手法、
(b) 最小二乗法。

(a) (b)

図 5: 図 1の第２画像のエピ極点の信頼性。 (a) 本手法、
(b) 最小二乗法。
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図 6: 第１画像のエピ極点の平方平均二乗誤差。 2: 本手
法、 �: 最小二乗法。破線は理論的下界。
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図 7: 第２画像のエピ極点の平方平均二乗誤差。 2: 本手
法、 �: 最小二乗法。破線は理論的下界。

分散が大きいのみらならず、統計的偏差が存在するこ

とがわかる。

図 5(a),(b)は第２画像について同様に計算した結果

である。やはり最小二乗法については kFvk 2

! min

となる単位ベクトル v (F

>

F の最小固有値に対応す

る単位固有ベクトル)を計算する。この場合も本手法

が最適であり、最小二乗解には統計的偏差が存在する

ことがわかる。

図 6は横軸を � とし、各 � に対して異なる誤差を加

えて 100回計算して、エピ極点 x

e

の平方平均二乗誤

差
v

u

u

t

1

100

100

X

a=1

k
^
x

a

e

�
�
x

e

k

2

(41)

をプロットしたものである (
^
x

a

e

は a回目の推定値)。

2が本手法、 �が最小二乗法によるものであり、破

線は理論的下界
p

trV [x

e

]である。図 7はエピ極点

x

0

e

に対して同様に計算した結果である。

8. 実画像実験

図 8は移動するカメラで焦点距離を変えながら撮影

した室内シーンの実画像である (768�512画素)。こ

れから図中にマークした特徴点を選んで基礎行列を計

算し、それから得られたエピ極線を図示している。エ

ピ極点の信頼性 (式 (30), (35)にデータと推定値を代

入して計算した
p

trV [x

e

],

p

trV [x

0

e

])は運動前後で

それぞれ 3.44画素、 1.74画素である。このように、

本手法では最適解が得られるだけでなく、計算した解

の信頼性の評価が可能となる。これを用いると、推定

した基礎行列から復元した３次元形状の信頼性も計算

できる [10, 11]。

9. 公開プログラム

本論文に述べたアルゴリズムは C++により公開プ

ログラムが作成されている 2。これは最適に計算した

基礎行列 ^

F だけでなく、その標準偏位 F

(+)

, F

(�) も

出力する。標準偏位はパラメータ空間で ^

F から最も

誤差が生じやすい両方向に標準偏差だけずれた値を示

すものである。これは式 (9)の右辺にデータと推定値
^

F を代入したテンソルの最大固有値を �

max

、対応す

るノルム 1の固有行列をU
max

とするとき、次のよう

に定義される。

F

(+)

= N [

^

F +

p

�

max

U

max

]

2

http://www.ail.cs.gunma-u.ac.jp/Labo/research.html
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図 8: 実画像と計算したエピ極線。

F

(�)

= N [

^

F �

p

�

max

U

max

] (42)

例えば F

(+) と F (+) が有効数字 3桁で一致していれ

ば、解 ^

F にほぼ有効数字 3桁の精度があることが保

証される。このように、解の信頼性が定量的に評価さ

れるのが特徴である。

よく知られているように、特徴点が「退化」と呼ば

れる特殊な配置 3にあれば、原理的に基礎行列が一意

的に定まらない。そこで、計算の過程で式 (42)中の

�

max

が 1程度になると予測されると退化と判定し、

警告メッセージを出して計算を中止する。

10. まとめ

本論文では必ずしも等方一様でない独立な正規分布

に従う誤差のもとで 2組の対応点から基礎行列を最適

に計算する手法を述べた。まず精度の理論限界を導

き、次にこれを達成するアルゴリズムを記述した。こ

れはまずランク拘束を考慮せずにくりこみ法により

基礎行列を計算し、次にランク拘束を満たすように補

正するものである。そして本手法の精度が理論的限界

を実際に達成していることを実験的に検証した。した

がって、本手法は厳密に最適であり、もはや改良の余

地はない。また、本アルゴリズムにより最適解が得ら

れるだけでなく、その信頼性も同時に評価される。シ

ミュレーションおよび実画像実験によりエピ極点の信

頼性を評価する例を示した。
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