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本論文では平面上に与えられた二つの点集合間の射影変換を最適に計算するとともに計算の信頼

性評価を与えるプログラムパッケージを記述する。その原理は最尤推定を \くりこみ法" と呼ばれる

手法で計算するものである。まず入出力と信頼性評価の表現法、およびアルゴリズムの概要を述べ、

プログラムの仕様を説明し、最後に実行例を示し、プログラムの特徴や注意事項を述べる。本プログ

ラムは極めて効率的、高精度、かつロバストであり、コンピュータビジョンの様々な応用に広く利用

されることが期待される。
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1. 序論

射影変換とは異なる位置から撮影した平面物体の画像間の関係として現われる画像面の変換であ
り、直線は直線に写像され、共点性 (複数の直線が一点で交わる)、共線性 (複数の点が同一直線上に

ある)が保存される [3, 9]。そして任意の一般の位置にある 4点 (どの 3点も共線ではない)を任意の

一般の位置にある 4点に写す射影変換がただ一つ存在し、任意の一般の位置にある 4直線 (どの 3直

線も共点ではない)を任意の一般の位置にある 4直線に写す射影変換がただ一つ存在する。これらの

点や直線は \無限遠点"や \無限遠直線"であってもよい。

2画像間の射影変換が定まれば、撮影位置が未知でもカメラ座標系に関するその平面物体の３次

元位置が定数倍を除いて計算できる 1

[3, 10, 12, 15, 16, 18]。この性質を利用して未校正カメラに

よる 2画像から地面や建物のような平面部分をもつ物体を３次元復元するシステムも研究されている

[17]。

物体が平面ではなくても、地面や床のような平面上に建物、樹木、人物、車両等があるとき、地

面や床のマーカー等の対応から画像間の射影変換を計算すれば、一方の画像に計算した写像を施して

他方の画像に重ならない部分がそれ以外の物体であると判定できる。これを利用して道路上の障害物

を識別したり [13]、その重ならない程度から３次元形状を復元したりする試みがある [2]。また平面パ

タンを設置してステレオ視システムを校正する場合も 2画像間の射影変換の計算が基本となる [11]。

スリット光投影システムの校正においても射影変換の計算が重要な役割を果たす [1]。

このように 2画像の対応から射影変換を計算することはコンピュータビジョンの最も基本となる

演算の一つである。従来は射影変換の式を適当に変形してから最小二乗法を適用するのが普通であっ

た [3, 11, 13]。これはそれにより計算が固有値問題に帰着して計算が簡単になるからである。しか

し、このような方法では精密な解が得られず、また解に統計的な偏差が存在することが指摘されてい

る [10, 15]。これは、問題を簡単化する変形によって最小化すべき量がもはや画像上の誤差の大きさ

ではなく、その非線形な関数となるからである。そこでは成分間の比のみが意味をもつ \同次座標"

があたかも普通の座標のように取り扱われ、元来の座標値と人為的に導入した定数とが同等に扱われ

ている。

射影変換は \射影幾何学"の基礎をなすものであり、射影幾何学は同次座標によって代数的に非常

に美しい形で記述できる [9]。しかし、これは誤差がない場合のことである。誤差は画像座標 (\非同

次座標")に入り、その挙動はユークリッド幾何学に従うので、実データを用いる計算を射影幾何学の

枠内のみで完全に定式化することはできない。

これに対して金谷 [7, 8]は各種の幾何学的推定問題を抽象化し、データ点数を固定して微小誤差

に対する第１近似による解析を行い、最尤推定に基く一般的な最適推定の理論を提唱した。この理論

を射影変換の計算に適用すると、最適な射影変換が得られるだけでなく、その信頼性が定量的に評価

できる。その基本形は文献 [10, 15]に示されている。

本論文の目的は、この射影変換の計算を文献 [10, 15]に従ってプログラムパッケージとして提供

することにある。まず入出力と信頼性評価の表現法、およびアルゴリズムの概要を述べ、プログラム

の仕様を説明し、最後に実行例を示し、このプログラムの特徴や注意事項を述べる。

2. 入出力の表現法

射影変換とは次の方程式で表される写像のことである 2

[3, 6, 9]。

1数学的には最大 8個の解が存在するが、物体が両方のカメラの前方にあるという条件から高々 2個、多くの場合 1個の

解に絞られる [4, 8]。
2数学的には式 (2)の行列Hの行列式が 0でないと約束する。このときこの写像は射影平面 (無限遠点まで含めた xy面)

の全単射 (1対 1かつ上への写像) となり、その全体は群 (2次元射影変換群)を作る [9]。しかし、計算上では行列式が (ま

れに)0 となる可能性を排除していない。
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と定義すると式 (1)は次のように書ける。

x

0

= Z[Hx] (3)

ただし Z[ � ]は z 成分を 1 とするスケールの正規化を表す 3。また f は x=f , y=f を 1のオーダにする

ためのスケール因子である。本プログラムでは平面上に与えられた点集合 f(x
�

; y

�

)g

N

�=1

, f(x

0

�
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0
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>
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0

�

=f; 1)

> で表す (>は転置)。定数 f は

x

�
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�
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0

�

=f , y

0

�

=f , � = 1, ..., N がほぼ�1の範囲内に収まるように選ぶ 4。出力は射影変

換を指定する行列 ^

H である。これには定数倍の不定性があるので k ^

Hk = 1 と正規化する (行列H

= (H

ij

)のノルムは kHk =
q

P

3

i;j=1

H

ij

2 と定義する)。

3. 信頼性評価の表現法

各点 (x

�

; y

�

), (x

0

�

; y

0

�

)には不確定さがあるする。その共分散行列をそれぞれ�
�

, �

0

�

とする

と、ベクトル表示 x
�

, x

0

�

の共分散行列が次のように定義される (0は零ベクトル)。
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以下では各点の共分散行列 V [x

�

], V [x

0

�

], が定数倍を除いて与えられるとする。すなわち未知の定数
� (ノイズレベルと呼ぶ)が存在して、

V [x

�

] = �

2

V

0

[x
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]; V [x

0

�
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2

V

0
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と書けるとし、 V
0

[x

�

], V

0

[x

0

�

] (正規化共分散行列と呼ぶ)を入力として指定する。これはデータのノ

イズ依存性を指定するものであり、ノイズに特に方向性がない場合はデフォルト値として V

0

[x

�

] =

V

0

[x

0

�

] = diag(1; 1; 0) とする (diag(� � �)は � � � を対角要素とする対角行列)。本プログラムでは点 p

をその位置ベクトル x と正規化共分散行列 V

0

[x] とをもつオブジェクトとみなし、そのクラスを画像
位置と呼ぶ。
このような不確定性をもつデータから計算した射影変換も不確定性を持つ。これを評価するため

に、パラメータ空間で最も誤差が生じやすい方向に正負の標準偏差だけ偏った点の表す二つの射影変

換の行列H (+)

, H

(�) を計算する。これを標準偏位と呼ぶ [8]。

4. プログラムの概要
3

Z[Hx]の第 3成分が 0のとき xは無限遠点となる。しかし、計算ではデータとして得られる点列のみを考え、無限遠

点は考慮しない。
4データがカメラ実画像画像から得られ、座標の単位が画素の場合には f として焦点距離 (単位は画素)、あるいはその近

似値を用いればよい
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3. 次のようにテンソルN = (N

ijkl

)を計算する。

N

ijkl

=

1

N

N

X

�=1

3

X

m;n;p;q=1

"

imp

"

knq

W

(mn)

�

�

V

0

[x

�

]

jl

x

0

�(p)

x

0

�(q)

+ V

0

[x

0

�

]

pq

x

�(j)

x

�(l)

�

(7)

4. 次のテンソルの 9個の固有値 �

1
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9
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1
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7. 二乗ノイズレベルを次のように推定する。
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(11)

8. 次の計算を行う。

H
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9.

^
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5. 記号の用語の説明

前節の記述に用いた記号と用語を説明する。 I は単位行列である。式 (6)に現われる x
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, x
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ンソル積を表し、行列A = (A
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このときH が ^

Mの固有値 �の固有行列であること (

^

MH = �H) と、 hが ^

M の固有値 �の固有

ベクトルであること (

^

Mh = �h) とが等価になる。また、行列H のノルム kHkは置き換えたベク

トル hのノルム khkに一致する。

式 (9)の右辺の分母に現われる演算 ( � ; � )は行列の内積であり、A = (A

ij

), B = (B

ij

)に対し

て (A;B) =

P
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i;j=1

A

ij

B

ij

と定義する。式 (10)の右辺に現われるベクトル a = (a
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) と行列A =
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)の a � A � aの形の積は (ij)要素が
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の対称行列であると定義する。

演算 ( � )

�

2

はランクを 2に拘束した一般逆行列を表す (8節参照)。式 (12)に現われる演算N [ � ]はノ

ルムを 1にする正規化作用素である (N [A] = A=kAk)。

6. プログラムの仕様

4節の計算に用いた技法はくりこみ法と呼ばれ (8節参照)、第１近似において最適であることが証

明される [7, 8]。すなわち、高次の項を除いて他のどんな方法によってもよりよい結果を得ることは

不可能である。このプログラムは C++により書かれており、付属ライブラリと一体化されている。

その構成は次のようになっている。

1. ベクトル・行列計算部

2. テンソル計算部

3. 幾何学的統計計算部

5



(a) (b) (c)

図 1: (a) 台形領域 (透視画像)。 (b) 正方形領域 (真の形状)。 (c) 境界線の写像とその標準偏位。

(a) (b)

図 2: 誤差を変えて写像した境界線。 (a) 最適推定。 (b) 最小二乗法。

1.では種々のベクトル・行列演算を定義している。基本的な線形計算 (逆行列、行列式、連立１次方

程式、固有値・固有ベクトル、等)には文献 [14]のプログラムを使用している。 2.は 1.を種々のテ

ンソル演算に拡張したものである。 3.は共分散行列をもった幾何学的対象とその信頼性計算を定義

するものであり、 4節のプログラムもここに収められている。そして、これらを用いて、標準入力か

ら点列データを読み込み、画像位置オブジェクトに変換し (正規化共分散行列はデフォルト値を用い

る)、行列 ^

H, H

(+)

, H

(�) を計算し、標準出力に出力するプログラムを別途提供している。これらは

http://www.ail.cs.gunma-u.ac.jp/Labo/research.htmlに置かれている。

7. 実行例

図 1(a)は 4点 (100;�100), (100=3;�100=3), (�100=3;�100=3), (�100;�100)を頂点とする台

形領域であり、その内部の右半分にランダムに 10点をとる。図 1(b)はその各点に射影変換

x

0

= �

100x

y

; y

0

= �

200(y + 50)

y

(15)

を施したものである。３次元的には図 1(a)は、図 1(b)の正方形領域 (\物体モデル")をカメラの光軸

に平行に置いてやや上方から撮影した \画像"であると解釈してもよい。

図 1(a), (b)の各点の座標値に独立に独立に期待値 0、標準偏差 1の乱数誤差を加えたものから射

影変換の行列 ^

H とその標準偏位H (+)

, H

(�) を計算する。図 1(c)は台形領域の境界線をそれぞれに

対応する射影変換で写像したものを重ねて図示したものである。実線は ^

H に、破線はその標準偏位

6



H

(+)

, H

(�) にそれぞれ対応している。図 2(a)は乱数誤差をいろいろ変えて得られる境界線 10例を

重ねて表示したものである (破線は真の形状)。図 1(c)の標準偏位が誤差によるずれの可能性を定量

的によく表現していることがわかる。図 2(b)は比較のために最小二乗法で計算した結果を示してい

る。最小二乗法とは式 (3)が

x

0

�Hx = 0 (16)

と等価であることから
N

X

�=1

kx

0

�

�Hx

�

k

2

! min (17)

によってH を定めるものである。左辺はH の２次形式であるから、これを最小化するには最小固有

値に対する固有行列を計算すればよい。この計算の単純さのためにこの最小二乗法は広く用いられて

いる [3, 11, 13]。しかし、その代償として精度が劣ることが図 2(b)からも確認できる。その理由の一

つはベクトル x, x 0 の成分が射影幾何学における同次座標であって、それらの第 3成分は定義により

常に 1であるにもかかわらず、最小二乗法ではデータも定数も同等に扱っているからである。

この例の本プログラムによる当てはめの実行時間は UNIX ワークステーション (Sun Ultra-1)

上で平均 1.58秒 (CPU time)であり、同じ問題に最小二乗法を用いた場合の約 41.2倍である。図

1(a), (b)では変形が大きい上、データが領域内で偏在しているため最適推定と最小二乗法との差が大

きいが、変形が少なくデータの分布が領域内で一様になるにつれて差は少なくなる。そのような場合

は最小二乗法を用いれば精度を落とさずに計算が効率化される。これは実時間処理には有利である。

しかし、そのためには、考えている状況であらかじめ最適推定と最小二乗法の両方を比較して結果に
差がないことを確認しなればならない。このように最適推定は実行時間では不利でもそのようなベン
チマークとしての意義が大きい。

注意すべきことは、二つの方法で計算した ^

H

1

,

^

H

2

に対して単に k ^

H

1

�

^

H

2

kが小さいからと

いって安心できないことである。なぜなら射影変換は部分的に極端に拡大縮小が起こり得るので、行

列表示は似ていても画像上の対応する変換は非常に異なることが多いからある。実際、図 2の比較に

おいても行列H 自体は差が非常に小さい。

8. 関連する事項

解法の原理は文献 [10, 15]に述べられているが、基本的には最尤推定である [7]。これは形式的に

は行列H を含む重み行列W
�

(H)(式 (10)参照)をもつ最小二乗法

N

X

�=1

(x

0

�

�Hx

�

;W

�

(H)(x

0

�

�Hx

�

))! min (18)

とみなせる [8]。ただし (a; b)はベクトル a, bの内積を表す。左辺は定数倍と定数項を除いて、行列

H で定まる射影変換のもとにデータ fx
�

, x

0

�

gが観測される尤度の対数の符号を換えたものに等し

い。特に誤差が等方かつ一様の場合はデータのあるべき位置からの距離の二乗和に等しい。

式 (18) より、W
�

(H)が定数行列であれば解H はテンソルM (式 (6)参照)の最小固有値に対

する固有行列である。しかし、これをW
�

(H) と残りの部分を交互に反復計算したのでは解に統計

的な偏差が生じる [6, 8]。一方、誤差がないときMの最小固有値が 0であることから、毎回の反復

でMの最小固有値を 0に近付ける補正を行えば精度の理論限界 [7]を達成する精度の解が得られる

[8]。これがくりこみ法と呼ばれる手法である [5, 6]。

式 (9)にランクを 2に拘束した一般逆行列を用いているが、これを計算するには固有値と固有ベ

クトルを計算して対角行列に対角化し、最小固有値を 0に置き換えて、残りの固有値をそれぞれ逆数

に置き換えてもとの形に戻せばよい [6, 8]。この演算が必要となる理由は、式 (3)、あるいはこれ等価な式(16)
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の 3個の成分方程式のうち 2個のみが独立であることにある。これを反映して行列W
�

は誤差がな

ければランクが 2である。しかし、データを代入した行列は一般にランクが 3であり、最小固有値は

厳密には 0ではない。一般逆行列を計算する際にランクを 2に強制するのはデータから計算した値で

W

�

の真の値を近似しようとするためである [8]。

文献 [10, 15]では固有値の摂動を２次の項まで展開して補正する \２次のくりこみ法"が示されて

いる。本プログラムではデフォルトとして１次の項までの展開を用いる \１次のくりこみ法"を採用

しているが (式 (9)参照)、オプションとして２次のくりこみ法も指定できる。２次のくりこみ法を用

いると収束までの反復回数が減少する (１次で平均 4, 5回が２次では平均 2, 3回)。しかし一回の反

復の計算量が増えるので、全体の計算時間はやや増加する。また最終的な精度も有効数字の範囲内で

ほぼ差がない。

このくりこみ法は極めてロバストであり、相当大きい誤差を与えても速やかに収束する。

9. まとめ

本論文では平面上の二つの点集合から射影変換を最適に計算するとともに計算の信頼性評価を与

えるプログラムパッケージを記述した。その原理は最尤推定をくりこみ法によって計算するものであ

り、文献 [10, 15]に示されている。まず入出力と信頼性評価の表現法、およびアルゴリズムの概要を

述べ、プログラムの仕様を説明し、実行例を示し、プログラムの特徴や注意事項を述べた。本プログ

ラムは極めて効率的、高精度、かつロバストであり、コンピュータビジョンの様々な応用に広く利用

されることが期待される。
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