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1. は　じ　め　に
本講座では画像から抽出した点データからのシーンの

三次元理解，すなわち物体の位置や形状を推論する問題
で用いられる最適化計算について述べる．今回は最も簡
単な例として，与えられた点列に直線を当てはめる問題
を取り上げ，用語や考え方に慣れることを目的とする．
特に最小二乗法，最ゆう推定，再投影誤差，精度の理論
限界などを説明する．これらは次回以降の準備となる．

2. 直線当てはめ
厳密には一直線上にない画像上の画素列（連続してい

る必要はない）(xα, yα), α = 1, ..., N に直線を当ては
めたい．具体的には，当てはめる直線を Ax + By + C

= 0とおいて，

Axα + Byα + C ≈ 0, α = 1, ..., N (1)

となるように A, B, C を定めたい（図 1）．しかし，≈
をどう解釈すればよいであろうか．
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Ax+By+C = 0( x   , y   )α α

図 1 直線当てはめ 点列 (xα, yα)に直線 Ax + By + C

= 0を当てはめる．

素朴な方法は最小二乗法 (least squares)であり，次の
JLS を最小にするものである．

JLS =
N∑

α=1

(Axα + Byα + C)2 (2)

ただし，A, B, Cは全体を何倍しても同じ直線を表わす
ので，何らかのスケールの正規化が必要となる（そうし
ないと，式 (2)は A = B = C = 0 のときに最小にな
る）．正規化としては，A2 + B2 + C2 = 1, A2 + B2 =
1, C = 1などが考えられる．しかし，解はどういう正
規化を行うかに依存する．
正規化は計算の都合で導入するもので，パラメータの

とり方によって異なる直線が当てはまるというのは変で
ある．一体，どういう正規化が正しいのであろうか．そ
もそも式 (2)を最小化することにどういう意味があるの
であろうか．

3. 最小二乗法の起源
最小二乗法はガウスによって考案されたものであり，

ガウスは期待値 0の誤差 εの分布密度 p(ε)が普通は次の
形をしていることを指摘した（これから正規分布 (nor-
mal distribution)あるいはガウス分布 (Gaussian distri-
bution)という名称が生まれた (注 1)）（図 2）．
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図 2 正規分布

p(ε) =
1√

2πσ2
e−ε2/2σ2

(3)

式中のσ2は分布の広がりの程度を示す分散 (variance)と
呼ばれる定数であり，σは標準偏差 (standard deviation)
と呼ばれる．
一般にパラメータ θを含んだ関数 fθ(x)を考え，xとし

て値 x1, ..., xN を与えたとき，誤差がなければ値 fθ(x1),
..., fθ(xN )が観測されるが，現実には各々に誤差 ε1, ...,
εN が加わった値が観察されるとする．

yα = fθ(xα) + εα, α = 1, ..., N (4)

各 εα は式 (3)に従う独立な確率変数であるとする．各
εα は独立であるから，ε1, ..., εN の同時分布密度は式
(3)を掛け合せた p(ε1)p(ε2) · · · p(εN )である．式 (4)を
εα = yα − fθ(xα)と変形して代入した

N∏
α=1

1√
2πσ2

e−(yα−fθ(xα))2/2σ2

=
1√

2NπNσ2N
e−

∑N

α=1
(yα−fθ(xα))2/2σ2

(5)

を観測値 y1, ..., yN のゆう度 (likelihood)と呼ぶ．パラ
メータ θが不明のとき，このゆう度が最大となる値 θ̂を
想定するのが自然である．ゆう度を最大にするので，こ
れを最ゆう推定 (maximum likelihood)と呼び，値 θ̂を
最ゆう推定量 (maximum likelihood estimator)と呼ぶ
(1)．ゆう度を最大化する代わりに，その対数の符号を換
えたものを最小にしてもよい．また定数項や正の定数倍
は最小化に影響しない．したがって，次の関数を最小に
すればよい．

J =
N∑

α=1

(yα − fθ(xα))2 (6)

これが二乗和を最小にするガウスの最小二乗法である．
このことから分かるように，最適化を行うには誤差がど

(注 1) 統計学者は正規分布，物理学者はガウス分布という用語を好
むようである．

ういう性質を持つと考えるかを指定しなければならな

い．これを誤差モデル (noise model)と呼ぶ．最小二乗

法は正規分布の誤差モデルを仮定するものである．

4. 直線当てはめの最ゆう推定

前節の考察から，式 (2)の最小二乗法は式 (1)の左辺

に期待値 0，分散一定の独立な正規分布誤差が加わって

いると仮定することに相当している．これは妥当であろ

うか．

誤差に関して特別の知識がなければ，各データ点

(xα, yα) の xα, yα はそれぞれ真の値 x̄α, ȳα に期待値

0の一定の分散 σ2 の誤差 εα, ηα が独立に加わった

xα = x̄α + εα, yα = ȳα + ηα (7)

であると考えるのが自然である．そうすると式 (1)の左

辺 Axα + Byα + C には期待値 0，分散 (A2 + B2)σ2の

誤差が加わる．これは (Axα + Byα + C)/
√

A2 + B2に

期待値 0の分散 σ2の誤差が加わっていると考えること

に等しい．したがって，最ゆう推定は一見自然な式 (2)

の最小化ではなく，

J =
N∑

α=1

(Axα + Byα + C)2

A2 + B2
(8)

を最小化しなければならない．これがガウスの思想に合

致するものである．注目すべきことは，この形はA, B,

Cの定数倍に不変であり，どういう正規化を用いても解

に影響しないことである．このことからも式 (8)が合理

的であることがうなずける．

このように，誤差モデルを考慮しないで形式的に最小

二乗法を適用してはならない．とはいえ，形式的な最小

二乗法は式が単純で，普通は解も簡単に求まり，画像か

らの三次元計算では非常によく用いられている．本講座

では，このような形式的な最小二乗法によってどれだけ

精度が犠牲になっているか，最ゆう推定によってどれだ

け精度が向上するかを具体的な問題について示す．同時

に，最近は最ゆう推定の計算法が進歩して，非常に簡単

な定式化で最適化が実行できることを示す．

5. 最ゆう推定の幾何学的意味

式 (8)は次のように考えることができる．問題は誤差

を含んだ点列 (xα, yα)から真の位置 (x̄α, ȳα)を通る直

線 Ax + By + C = 0を推定する問題とみなせる．言い

換えれば

Ax̄α + Bȳα + C = 0, α = 1, ..., N (9)
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図 3 最ゆう推定の幾何学的意味 各点 (xα, yα)からの垂
直距離の二乗和を最小にする直線 Ax + By + C = 0 を当て
はめる．

となる (x̄α, ȳα), A, B, C を求めよという問題になる．
これは厳密な等式であり，式 (1)の意味不明な≈が姿を
消していることに注意．
このような (x̄α, ȳα), A, B, C は無数に存在するか

ら，その中で最もゆうらしいものを求めたい．データ
(xα, yα), α = 1, ..., N が観測されるゆう度は 3節で述
べたように，式 (7)を εα = xα − x̄α, ηα = yα − ȳα と
変形して式 (3)の分布密度の積に代入した次式である．

1√
22Nπσ4N

N∏
α=1

e−(xα−x̄α)2/2σ2
e−(yα−ȳα)2/2σ2

(10)

最ゆう推定は解の候補の中からこれを最大にするもの，
あるいはその対数の符号を変えてものを最小にするもの
を選ぶことである．最小化に影響しない定数項や定数倍
を除けば，問題は

J =
N∑

α=1

(
(xα − x̄α)2 + (yα − ȳα)2

)
(11)

を式 (9)のもとで最小化する (x̄α, ȳα), A, B, Cを求めよ
ということになる．式 (11)は再投影誤差 (reprojection
error)と呼ばれている (注 2)．
式 (9) のもとで式 (11) を最小にすることは，各点

(xα, yα) から式 (9) の直線上の点 (x̄α, ȳα) までの距離
の二乗和を最小にすることである．そして，式 (11)の最
小値は各点 (xα, yα)から直線 Ax + By + C = 0に下し
た垂線の二乗和である．点 (xα, yα)と直線Ax+By+C

= 0との垂直距離は |Axα + Byα + C|/
√

A2 + B2 であ
る (3)．したがって，式 (8)は各点から当てはめた直線ま
での距離の二乗和であり，最ゆう推定はこれを最小にす
るように当てはめるという自然な意味をもっている（図
3）．

(注 2) この用語は画像からの三次元形状復元問題から生じた (2)．物
体が投影された画像から三次元形状を推定し，それを画像に再び投影
して，データが観測されるべき位置を予想したときの，その観測位置
とのずれという意味である．
(注 3) ベクトルのある成分が極端に大きく，ある成分が極端に小さい
と，有限長計算ではけた落ち (cancellation)と呼ぶ現象が起きて精度
が低下する．ただし，これは一般論であり，画像サイズが 1000×1000

画素以下であれば，f0 = 1 としても実際には問題にならない．むし
ろ，成分の次元をそろえるという観点が重要である．異なる次元を持
つ物理量から成るベクトルは，それを変換すると論理的な矛盾が生じ
る．2cm+3kg = 5 (?)

6. 同次座標による表現

次回以降に述べるような多くの問題では，最ゆう推

定の精度は最小二乗法よりもはるかに高い．しかし，直

線当てはめに限っては両者は実質的な差がない．なぜな

ら，式 (8)の最小化は正規化によらないからA2 +B2 =

1としてもよい．この正規化のもとでは最ゆう推定は式

(2)を最小にする最小二乗法と同じになる．そして，簡

単な計算で解が求まる (1)．

しかし，次回以降の準備として，式 (8)を最小化する

一般的な手続きを示す．まず点 (xα, yα), (x̄α, ȳα)を次

のベクトルで表す．

xα =

xα/f0

yα/f0

1

 , x̄α =

 x̄α/f0

ȳα/f0

1

 (12)

ここに f0 は固定した基準長である．これを入れる理由

は，f0を画像サイズ程度にとれば，ベクトルの成分が 1

のオーダーにそろい，数値計算の精度が（原理的に）上

がること，及び，成分が無次元量となるという理論上の

要請である (注 3)．

式 (12)は射影幾何学の用語を用いると (3)，点の位置

を同次座標 (homogeneous coordinates) で表すことに

相当している．これを用いると，式 (9)は次のように書

ける．

(u, x̄α) = 0, u ≡

 A

B

C/f0

 (13)

本講座では以下，ベクトル a, bの内積を (a, b)と書く．

ベクトル uは直線 Ax + By + C = 0の同次座標でもあ

る (3)．再投影誤差を次のように定義する．

E =
N∑

α=1

‖xα − x̄α‖2 (14)

これは式 (11) の J（次元は長さの二乗）を f2
0 で割っ

たものになっている．最ゆう推定は式 (13)のもとで式

(14)を最小化することである．制約付き最小化はラグラ

ンジュの未定乗数を用いて制約を消去することができる
(1))．その結果，問題は次式の最小化となる（導出省略）．

E =
N∑

α=1

(u, xα)2

(u, V0[xα]u)
, V0[xα]≡

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 (15)
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式 (12)のxαの定義と式 (13)のuの定義と上式のV0[xα]

の定義を代入すると，上式の E は式 (8)の J を f2
0 で

割ったものになっていることが確認できる．なぜ，わざ

わざこのような回りくどい式 (特に奇妙な記号 V0[xα])

を用いるのかは後の応用で明らかになる．

7. 最ゆう推定解の計算

式 (14) の形の式を最小化する計算法として，Choj-

nacki ら (4) が考案した FNS(Fundamental Numerical

Scheme)法を紹介する．式 (14)を u で微分すると次の

ようになる (注 4)．

∇uE =
N∑

α=1

2(u, xα)xα

(u, V0[xα]u)
−

N∑
α=1

(u, xα)2V0[xα]u
(u, V0[xα]u)2

= 2(M − L)u (16)

ただし，次のように置いた．

M ≡
N∑

α=1

xαx>
α

(u,V0[xα]u)
, L≡

N∑
α=1

(u,xα)2V0[xα]
(u,V0[xα]u)2

(17)

式 (14)を最小化するには式 (16)を 0とする uを求めれ

ばよい．uを正規化としては ‖u‖ = 1を採用する (解に

影響しない)．Chojnackiら (4) は次の手順を示した．

1. u（単位ベクトル）に適当な初期値を与える．

2. 次の固有値問題を解き，最小固有値 λに対する単

位固有ベクトル u′ を求める．

Xu′ = λu′, X ≡ M − L (18)

3. 符号を除いて u ≈ u′ なら u′ を返して終了．そう

でなければ u ← u′ としてステップ 2に戻る．

この FNS法は元来は式 (15)の V0[xα]が xα に依存す

る複雑な形をしている場合 (注 5) を想定したものであり，

式 (15)の形では上記の反復は 1回で終了してしまう．し

かし，次回以降に述べる応用では重要な役割を果たす．

8. 精度の理論限界

推定問題においては，何らかの推定値さえ得られれば

よいというのではなく，その推定値にどれだけの信頼性

(注 4) 記号 ∇uE は ∂E/∂u1, ∂E/∂u2, ∂E/∂u3 を成分とするベク
トルを表す．記号 ∇ はナブラ (nabla) と読む．
(注 5) 画像上の誤差の出方に方向の偏りがあり，それが各点ごとに
異なる場合などにそのようなことが生じる (5)．

があるかを評価することも重要である．直線当てはめ

でも，当てはめる直線自体の計算（最小二乗法で計算し

てもよい）よりもその信頼性評価の方がはるかに重要で

ある．

当てはめた直線の信頼性が評価できれば，例えば画像

上の複数のエッジに直線を当てはめ，その交点から消失

点を計算し，それを用いてシーンの三次元形状を計算す

るような応用では，得られた三次元形状の信頼性が評価

できる (6)．そのためには，前節の一般的な定式化が本

質的な役割を果たす．

直線を表す式 (13)の uは単位ベクトルであるから，

その微小変化はuに直交する方向に生じる．そこで，そ

の計算値を ûの誤差∆uを，ûの uに直交する方向の

大きさで測る（図 4）．幾何学的には∆uは ûを uに垂

直な平面に射影したものであり，次のように表せる．

∆u = û − (û, u)u = P uû, P u ≡ I − uu> (19)

行列P uは単位ベクトルuに垂直な平面上へ写像する射

影行列 (projection matrix)である (3)．そこで計算の信

頼性を次の共分散行列 (covariance matrix)で評価する．

V [û] = E[∆u∆u>] = E[(P uû)(P uû)>] (20)

ここに E[ · ]は誤差分布に関する期待値を表す．上式の
トレース bpx(注 6) の平方根

D=
√

V [û]=
√

E[‖∆u‖2]=
√

E[‖P uû‖2] (21)

を RMS誤差（または平方平均二乗誤差）(root-mean-
square error) と呼ぶ．誤差を二乗 (square) して平均
(mean)し，平方根 (root)をとるという意味である．
このとき，どのような推定方法で û を計算しても，

データに誤差がある限り，V [û]がある値より小さくな
らない，すなわち精度には超えることができない理論限

u∆

û
u

O u∆

図 4 推定値の精度の評価 u の計算値 û の誤差を u に
垂直な平面に射影した ∆u で測る．

(注 6) ベクトル a = (ai) に対して aa> は，その (ij) 要素が aiaj

の行列である．そして，そのトレースが ‖a‖2 となる．
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(a) (b)

図 5 実画像への直線当てはめと信頼性評価（文献 (8)より）
(a) 図 (b)の左下の一部の拡大図．ここに示された 9画素に直
線を当てはめる．(b) 当てはめた直線の信頼性の表示．

界が存在する．式で書くと，かなり一般的な条件 (注 7)

のもとで次のようになる (7)．

V [û] Â σ2M̄
−
2 (22)

ここに記号Âは左辺引く右辺が半正値対称行列 (注 8) で
あることを表し，σ2は各データ点の座標に加わる誤差の
分散である．そして M̄ は式 (17)のM において，デー
タ xα を x̄α に置き換えたものである．また ( · )−2 はラ
ンク 2の（ムーア・ペンローズ (Moore-Penrose)の）一
般逆行列 (注 9)(generalized inverse, pseudo-invese)を表
す．式 (22)の右辺はKCR下界 (Kanatani-Cramer-Rao
lower bound)と呼ばれている．注目すべきことは，最
ゆう推定を行えば，式 (22)の KCR下界が O(σ4)を除
いて等号で成立することである．最ゆう推定はこの意味
で最適な推定方式である．
式 (22)の両辺のトレースをとると M̄

−
2 の定義より，

RMS 誤差Dの下界が次のように得られる．

D ≥ σ

√
1
λ1

+
1
λ2

(23)

ただし，λ1, λ2は M̄ の最大及び 2番目に大きい固有値
である．最ゆう推定では O(σ4)を除いてこれが等号で
成立する．この意味で最ゆう推定のRMS誤差をこれ以
上減少させることは事実上不可能である．
このことからKCR下界を用いて当てはめた直線の信

(注 7) 詳しくは，推定量 ûの期待値が真値 uに一致すること，す
なわち ûが不偏推定量 (unbiased estimator)であることである．ま
た，不偏推定量でなくても，式 (22)が O(σ4)の項を除いて成立する
ことが知られている．
(注 8) 固有値がすべて非負の対称行列．Aが半正値対称行列なら任
意のベクトル v に対して (v, Av) ≥ 0 となる (1)．
(注 9) n× n対称行列Aのランク r (< n)の一般逆行列A−

r とは，
Aの固有値を λ1 ≥ · · · ≥ λn，対応する単位固有ベクトルを v1, ...,

vn とするとき，A−
r = v1v>

1 /λ1 + · · ·+vrv>
r /λr である．ただし，

λr > 0 とする（その場合のみ定義される）．

頼性が評価できる．図 5(a)は図 5(b)の左下の白枠付近
の拡大図である．この枠内から直線を検出して得られる
9画素（図 5(a)の白枠内の白で塗った画素）に直線を当
てはめると，図 5(b)中に示す白い実線が得られる．両
側の白い点線はその標準偏差に相当する不確定幅を表示
したものである (8)．

9. む　す　び
今回は準備として，与えられた点列に直線を当ては

める問題を取り上げ，画像から抽出した点データから物
体の位置や形状を推論する問題における最適化に関する
用語や考え方，特に最小二乗法，最ゆう推定，再投影誤
差，精度の理論限界などを説明し，最ゆう推定の計算法
を述べた．このような解析は金谷によって 10年以上前
に発表されたが (6)∼(8)，当時はほとんど注目されなかっ
た．しかし，最近になってようやく次第に世界中の研究
者から着目されるようになった．次回以降ではその具体
的な応用を述べるとともに，最近の新しい研究成果も紹
介する．
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