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本論文では射影変換がモザイク生成を始めとする種々の画像・メディア処理において果たしている役割を述
べ、画像の誤差の統計モデルに基き、射影変換の推定の精度の理論限界を示すとともに、それを達成する最適
計算の原理を示す。そして我々の公開しているプログラムによる解の精度が実際にその理論限界を達成する真
に最適なアルゴリズムであることを実験的に確認する。また、互いに重なりの小さい画像を用いたモザイク生
成では射影変換が不安定であり、高精度の計算が要求されることを実画像例を用いて示すとともに、それが
我々のプログラムによってどのように改善されるかを示す。我々のプログラムはモザイク生成のみならず、平
面物体の３次元復元、航空写真や道路画像の解析、平面パタンを用いたカメラキャリブレーション等、射影変
換が現れるすべての画像・メディア処理問題に有効であり、幅広い応用が期待される。
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1. 序論

撮像が透視変換とみなせる 2台のカメラで同一の平
面物体を撮影した 2枚の画像間は「射影変換」と呼ば
れる 2次元空間の変換で結ばれる。この変換は

� 「共線」 (同一直線上にある)の点を共線の点に
写像し、

� 「共点」 (同一交点をもつ)の直線を共点の直線
に写像する

変換として特徴づけられる [7, 9]。そして、

� 「一般の位置」 (どの 3点も共線ではない)の 4

点の組が二つあれば一方を他方に写像する射影
変換がただ一つ定まり、

� 「一般の位置」 (どの 3直線も共点ではない)の
4直線の組が二つあれば一方を他方に写像する
射影変換がただ一つ定まる。

特に、平面物体とそれを任意の位置から撮影した画
像との対応は射影変換となる。例えば、滑走路と着陸
する航空機から撮影したその画像や道路と走行する車
から撮影したその画像の対応も射影変換であり、この
性質がさまざまな応用に利用されている [1, 3, 4, 14,

21]。また、平面物体の 2画像からの 3次元復元 [11,

20]や平面パタンを用いたカメラキャリブレーション
[2, 12, 13, 19]でも射影変換を計算することが最初の
ステップとなる。
この射影変換の応用として今日注目を集めているの

は「モザイク生成」である。これは室内あるいは屋外
のシーンのさまざまな方向から撮影した画像を連続的
に接合し、それを提示することによって臨場感を増す
技術である。接合した画像は「パノラマ画像」とも呼
ばれ、今日多くの関心を集めているメディア処理技術
の一つである [5, 6, 15, 17, 18, 22]。
これは原理的には古くから航空写真の接合に使われ

た技術と同じである。モザイク生成の対象となるのは
平面とは限らないシーンであるが、シーンがカメラか
ら十分離れていると近似的に平面とみなせる。カメラ
に近いシーンであってもレンズの中心を固定してカメ
ラを回転すると (ズームは任意に変えてよい)、シーン
は実質的には無限遠方にある平面物体と同一視でき
る。カメラが移動しても、その移動が小さければ画像
の変換は射影変換で近似できる。これがモザイク生成
の原理である。
このとき問題になるのが、画像間の重なりの小さい

場合である。互いに大きく重なる画像が連続的に得ら
ればよいが、実際の応用では画像が離散的にしか得ら
れないことも多い。このとき重なりは 1辺に沿う細長
い領域、あるいは頂点付近の狭い領域となる。重なり
が少ないとマッチさせる特徴点がごく少数しか得られ
ない。

このようなときは極めて高精度の計算が要求され
る。これは、射影変換が 8パラメータをもつ不安定な
変換であり、一つのパラメータの値がわずかに変化し
ても、それが画像の変換としては大きな歪みとなり得
るからである。
本論文の目的は、モザイク生成における射影変換の

この不安定性を実例によって示し、射影変換の高精度
計算の必要性を指摘するとともに、実際に最適計算を
行ってこれがどのように改善されるかを示すことであ
る。
我々は既に射影変換の最適計算アルゴリズムを発表

し [10, 16]、 C++言語で書かれたプログラムを公開
している。その計算手法は平面物体の 2画像からの３
次元復元のために既に用いられていたものに他ならな
い [8, 11]。
今日のメディア処理において、新しく提起された応

用では過去に例がないという理由でしばしば素朴か
つ発見的な手法が用いられ、それ以前に蓄積されたコ
ンピュータビジョンの技術が生かされないことが多い
が、モザイク生成もその一つの例である (コンピュー
タビジョン研究の初期においても、それ以前に蓄積さ
れた写真測量学の技術が生かされなかった)。

2. 射影変換と射影変換行列

式で表すと、射影変換は次の形に書ける。
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と定義すると式 (1)は次のように書ける。

x

0

= Z[Hx] (4)

ただし Z[ � ]は z成分を 1 とするスケールの正規化作
用素であり、 f

0

は x=f

0

, y=f

0

を 1のオーダにする
ためのスケール因子である。行列H を「射影変換行
列」と呼ぶ。これは定義より定数倍の不定性があるの
で kHk = 1 と正規化する (行列H = (H

ij

)のノル

ムは kHk =

q

P

3

i;j=1

H

ij

2 と定義する)。式 (4)は正

規化作用素を消去した形で次のように書くこともでき
る。

x

0

�Hx = 0 (5)



3. 射影変換行列の推定

データ点 (x

�

; y

�

), (x

0

�

; y

0

�

)には不確定さがあるの
で、その共分散行列をそれぞれ�

�

, �

0

�

とすると、ベ
クトル表示 x

�

, x

0

�

の共分散行列が次のように定義さ
れる。
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通常は共分散行列 V [x

�

], V [x

0

�

]は定数倍を除いて与
えられるとする。すなわち未知の定数 � (「ノイズレ
ベル」と呼ぶ)が存在し、
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と書けるとし、 V
0

[x

�

], V

0

[x

0

�

] (「正規化共分散行
列」と呼ぶ)を指定する。例えば特徴点の対応をテン
プレートマッチングによって定めれば、その残差の方
向依存性からこれを定めることができる。ノイズに特
に方向性がない場合はデフォルト値として V

0

[x

�

] =

V

0

[x

0

�

] = diag(1; 1; 0)を用いる (diag(� � �)は � � � を対
角要素とする対角行列である)。
以上のように定式化すると、ベクトル表示したデー

タ fx
�

g, fx

0

�

gの真の値を f �
x

�

g, f
�
x

0

�

g とするとき、
射影変換の推定は次の問題となる。

【問 題 1】 真の値 f
�
x

�

g, f
�
x

0

�

gに対して拘束条件

�
x

0

�

�H
�
x

�

= 0 (8)

を満たすノルム 1の行列H を誤差のあるデータ
fx

�

g, fx

0

�

gから推定せよ。

よく用いられる方法は次の関数を最小にする最小二
乗法 (「代数的距離最小化法」)である。

J
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これは未知数H の２次式であるため、解はその係
数行列の最小固有値に対する固有ベクトルとして容
易に求まる。この簡便さのために射影変換行列を用
いるほとんどすべてのシステムでこの方法が用いら
れてきた。しかし、この方法では解に統計的な偏差
が生じて精度が低下し、この偏差は重みを導入して
P

N

�=1

W

�

kx

0

�

�Hx

�

k

2 としても除去できないことが
指摘されている [8, 10, 16]。

4. 精度の理論限界

データに誤差がある限り真の値は得られない。その
結果どのような方法を用いてもそれ以上の精度の達成

が不可能な限界が存在する。これは理論的に導出でき
る。射影変換行列H の真の値を �

H とし、何らかの
方法で計算した推定値を ^

H とする。その精度を次の
「共分散テンソル」で評価する。
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E[ � ]は期待値を表す。演算
は「テンソル積」であ
り、行列A = (A

ij

), B = (B

ij

)に対してA 
B は
(ijkl)要素が A
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B
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のテンソルである。またテンソ
ル P = (P

ijkl

), T = (T

ijkl

)に対して PT P

> は (ijkl)

要素が
P

3

m;n;p;q=1

P

ijmn

P

klpq

T

mnpq

のテンソルであ
る。式 (10)中の P = (P

ijkl

)は次のように定義された
「射影テンソル」である。
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ただし �
ij

は「クロネッカデルタ」であり、 i = j の
とき 1、そうでないとき 0をとる。射影変換行列はノ
ルム 1に正規化されているから、これは 9次元パラ
メータ空間の 8次元単位球面 S

8 上の点とみなせる。
テンソル P は変位 ^

H �

�

H を S

8 の �

H での接空間
T

�

H

(S

8

)へ射影するものである。推定値 ^

H の「平方
平均二乗誤差」 (root-mean-square error)を次のよう
に定義する。
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^
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] (12)

射影テンソル P の定義より、取り得る値の範囲は 0 �

rms[

^

H ] � 1である。
統計的最適化理論 [8]から共分散テンソル V[

^
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下界が次のように得られる。
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したがって、平方平均二乗誤差の理論的下界が次のよ
うに得られる。

rms[

^

H ] �

q

trV [

^

H ] (15)

ただし、テンソル T = (T

ijkl

)の「トレース」 trT を
trT =

P

3

k;l=1

T

klkl

と定義する。
テンソル T , S に対して T � S は T � S が半

正値テンソル (固有値がすべて非負のテンソル)であ



図 1: 格子パタンの射影変換。

ることを意味する。また ( � )

�

r

はランクを rに射影し
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ただし "

ijk

はエディングトンのイプシロンであり、
(ijk)が (123)の偶置換のとき 1、奇置換のとき�1、
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テンソル T と行列Aに対して TA = �A となると
き、行列Aはテンソル T の「固有値」 �の「固有行
列」であるという。テンソル T = (T

ijkl

) と行列A =

(A

ij

)の積 TAは (ij)要素が
P

3

k;l=1

T

ijkl

A

kl

の行列
である。テンソル T の固有値と固有行列は T を 9� 9

行列と同一視して固有値を計算し、 9次元固有ベクト
ルを 3� 3行列と同一視すればよい [8]。
テンソル T = (T

ijkl

)は T

ijkl

= T

klij

のとき「対
称テンソル」と呼ぶ。対称テンソルは 9個の非負の固
有値をもち、対応する固有行列は互いに直交するノル
ム 1の行列に選べる。ただし、行列A = (A

ij

) とB
= (B

ij

)の内積を (A;B) =

P

3

i;j=1

A

ij

B

ij

と定義
する。固有値がすべて非負のとき、テンソルは「半正
値」であるという。
半正値対称テンソル T の固有値を �
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5. 射影変換行列の最適推定

統計的最適化理論 [8]によると、式 (13)の下界を第
１近似において、すなわち O(�

4

)の項を除いて達成す
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図 2: 平方平均二乗誤差。実線: 最適計算、破線: 最小二乗
法、点線: 理論的下界。
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図 3: 計算時間。実線: 最適計算、破線: 最小二乗法、点線:
理論的下界。

るには二乗「マハラノビス距離」
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を式 (8)の拘束条件のもとに最小化すればよい (「最
尤推定」)。ただし、ベクトル a, bの内積を (a; b) と
書く。式 (8)を線形近似し、ラグランジュ乗数を導入
して拘束条件を消去すると、問題は次式の最小化とな
る。
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この「残差」 (J の最小値)を ^

J とすると第１近似
において ^

J=�

2 が自由度 2(N � 4)の �

2 分布に従うこ
とが知られている [8]。したがって、二乗ノイズレベ
ル �

2 の不偏推定量が次のように得られる。
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(a) (b)

(c) (d)

図 4: (a) 遠方の実画像シーン。 (b) 図 (a)の白枠部分に対応するズーム画像。 (c) 最適計算した射影変換による写像 (実
線の枠内) と標準偏位による境界線 (破線)。 (d) 最小二乗法による結果。

得られる解 ^

H が最適であるから、その共分散テンソ
ル V [

^

H ]は式 (13)の右辺の真の値 �

H , f
�
x
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,
�
x

0
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gに計
算値 ^

H とデータ fx
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, x

0
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gを代入することによって
評価できる。また二乗ノイズレベル �

2 には式 (21)の
推定値を用いる。
得られた共分散テンソル V [

^

H ]の最大固有値 �

max

に対する固有行列U
max

はH の 9次元パラメータ空
間で誤差の最も生じやすい方向を表し、その固有値
�

max

が分散を表す。そこで推定値 ^

H をその方向に標
準偏差に相当する�

p

�

max

だけ摂動させ、単位行列
に正規化し、得られる二つの行列 fH

(+)

, H

(�)

gを
「標準偏位」と呼ぶ [16](N [ � ]はノルムを 1 とする正
規化を表す)。

H

(+)

= N [

^

H +

p

�

max

U

max

]

H

(�)

= N [

^

H �

p

�

max

U

max

] (22)

6. 精度と計算時間

最適解を求めるには式 (19)を適当なライブラリプ
ログラムを用いて最小化すればよいが、我々は「くり
こみ法」とよぶ手法を用いたプログラムを C++言語
で書き、これを公開している 1。これは計算の簡単な
式 (9)の最小二乗法を適用し、それによって生じる偏

1

http://www.ail.cs.gunma-u.ac.jp/Labo/research.html

差を理論的に予想し、それを差し引いて補正するとい
う手続きを数回反復するものである。このような方法
で最適解に到達できることが一般的に解析されている
[8]。そこで、まず我々のプログラムによる解が実際に
理論的な下界を達成していることを確認する。
図 1は互いに射影変換で対応する格子パタンであ
る。各頂点を特徴点とし、その x, y座標に独立に
期待値 0、標準偏差 �(画素)の正規乱数を加えて射影
変換行列を計算する。図 2は横軸に � にとり、平方
平均二乗誤差 (式 (12)で期待値 E[ � ]をサンプル平均
値
P

n

k=1

( � )=nに置き換えたもの)を各 � に対してプ
ロットしたものである (n = 50)。実線は我々のプロ
グラムによる最適計算であり、破線は式 (9)の最小二
乗法、破線は式 (15)の理論的下界である。図 3はその
計算の平均計算時間をプロットしたものである。ただ
し、計算には Sun Ultra-1 (Solaris 2.5.1) ワークス
テーションを用いた。これから最小二乗法は精度が低
く、我々のプログラムは精度が理論的下界に実際に到
達し、もはや精度向上の余地がないことが確認でき
る。ただし、その代わりに最小二乗法に比べて約 25

倍の計算時間がかかっている 2。

2図 1は文献 [10] と同じものであるが、平方平均二乗誤差の定義
が文献 [10] とやや異なるので図 2は文献 [10]の結果とやや異なって
いる。また図 3は文献 [10]の結果より計算時間が短縮され、プログ
ラムがより効率化されている。
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図 5: (a) 遠方の実画像シーン。 (b) 図 (a)の白枠部分に対応するズーム画像。 (c) 最適計算した射影変換による写像 (実
線の枠内) と標準偏位による境界線 (破線)。 (d) 最小二乗法による結果。

7. 射影変換によるモザイク生成

序論で指摘したように、射影変換は自由度が多いの
でH のわずかの誤差で変換に大きな歪みが生じる可
能性がある。これは重なりの少ないモザイク生成にお
いて得られる特徴点が少ないときに顕著となるので、
射影変換行列の計算の精度が重大な影響を与える。
図 4(a)は遠方のシーンである。図 4(b)はそのズー

ム画像であり、図 4(a)中の白枠部分に対応してい
る。図中にマークした特徴点を選び、射影変換行列を
最適計算し、図 4(b)をそれによって図 4(a)中に写像
したものが図 4(c)である。実線が写像した画像の境
界線であり、破線は標準偏位による写像の境界線であ
る。図 4(d)は最小二乗法による結果であり (標準偏
位は定義されない)、精度が低下していることがわか
る。
図 5は同じ画像で特徴点がより少ない場合である。

図 5(c)の標準偏位は右上部分に不確定性が大きいこ
とを示している。実際、図 5(d)の最小二乗法では右
上部分が無限遠点に達し、左下に回り込んでいる。こ
のように、わずかな誤差が大きな影響を与えることが
わかる。
図 6(a),(b)は屋外シーンであり、図中にマークした

特徴点を用いてモザイク生成したものが図 6(c)であ
る。図 6(d)は最小二乗法による結果である。図 7は同

じ画像で特徴点の取り方を変えた場合であり、わずか
な誤差が画像の大きな変動をもたらしている。した
がって射影変換行列の計算の精度が極めて重要であ
り、理論的に最適なアルゴリズムを使用することが必
要である。我々のプログラムはそれに答えるものであ
ると思われる。

8. まとめ

本論文では射影変換がモザイク生成を始めとする
種々の画像・メディア処理において果たしている役割
を述べ、画像の誤差の統計モデルに基き、射影変換の
推定の精度の理論限界を示すとともに、それを達成す
る最適計算の原理を示した。そして我々の公開してい
るプログラムによる解の精度が実際にその理論限界を
達成する真に最適なアルゴリズムであることを実験的
に確認した。また、互いに重なりの小さい画像を用い
たモザイク生成では射影変換が不安定であり、高精度
の計算が要求されることを実画像例を用いて示すると
ともに、それが我々のプログラムによってどのように
改善されるかを示した。
我々のプログラムはモザイク生成のみならず、平面

物体の３次元復元、航空写真や道路画像の解析、平面
パタンを用いたカメラキャリブレーション等、射影変
換が現れるのすべての画像・メディア処理問題に有効
であり、幅広い応用が期待される。
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図 6: (a), (b) 屋外シーン。 (c) 最適計算した射影変換によるモザイク生成。 (d) 最小二乗法による結果。
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