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高ノ イ ズレ ベルにおける基礎行列の最尤推定

金谷 健一 ∗ 菅谷 保之 †

∗岡山大学大学院自然科学研究科 †豊橋技術科学大学情報工学系

2画像間の対応点から基礎行列を計算するさ まざまな手法が提案されているが，本論文では高ノ イズレベルにおける画
像面上の最尤推定を厳密に計算する新しい方法を示す． これは従来のよう な仮の３ 次元復元を介する高次元空間の探索
と は異なり ， 低ノ イズレベルに対する方法を反復適用するものであり ，計算が単純である． この方法をシミ ュレーショ
ンおよび実画像データに適用し， 低ノ イズレベル法に比べて精度に意味のある差が現れないこ と を示す． これにより ，
従来の低ノ イズレベルに対する方法で十分であるこ と が結論される．
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Many methods have been proposed for computing the fundamental matrix from noisy point correspondences over
two images. This paper presents a new method for computing exact maximum likelihood in the image plane
for high noise level. Unlike existing such methods, our method iteratively applies a simple method for low noise
level, greatly simplifies the computation. Using simulated and real images, we show that no significant accuracy
improvement is observed as compared with the low noise level method, concluding that the low noise level method
is sufficient for practical applications.

1. ま えがき

画像間の特徴点の対応から基礎行列を計算するこ

と はカメ ラ校正，密な対応探索，３ 次元形状復元，新

しい視点からの画像生成など多く の処理の出発点で

ある [6]． 筆者らはノ イズを含むデータからの基礎行

列の最適計算のさ まざまな方法を提案し， その精度

や計算効率を評価してきた [13, 18, 19, 20]．

これらは金谷の統計的最適化理論 [9]に従う もので

あり ， 画像のノ イズレベルが 0の近傍での摂動解析

[12] に理論的な基礎を置いている． 実際問題では精

度よく 得られた対応点の位置の不確定（ 以下，「 ノ イ

ズ」 と 呼ぶ） はサブ画素から数画素の範囲であり ，こ

の定式化はよく 適合している．

も し不確定が十数画素に及ぶと すれば， そもそも

対応関係が正しいか疑われ，誤対応を除去するロバ

スト 推定が必要と なる．また，そのよう な高ノ イズレ

ベルのも と で求めた精度の低い基礎行列からは意味
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のあるカメ ラ校正や３ 次元復元が期待できない． こ

のため， 高ノ イズレベルのも と で誤対応がないと 仮

定し ， ノ イズが厳密な正規分布に従う と して理論的

に最適な基礎行列を計算しても ， 実際問題と してあ

まり 意味がない．

しかし ， こ れを実際に計算してみるこ と は，従来

の低ノ イズレベルに対する最適解法がどの程度のノ

イズまで有効であるのかを確認する手段と なる． 本

論文ではこの観点から高ノ イズレベルにおける理想

的な条件のも と での最適な基礎行列を計算法する新

しい方法を提案し ， その精度と 効率を従来の低ノ イ

ズレベルに対する方法と 比較する．

高ノ イズレベルにおける基礎行列を最尤推定する

試みは従来から存在した． その基本的な手段は「 バ

ンド ル調整」 と 呼ばれ， 仮の 3次元復元を行ない， 3

次元構造と 各フレームに対するカメ ラの内部および

外部パラ メ ータをすべて未知数と するパラ メ ータ空

間を探索して， 計算した 3次元構造を計算したカメ

ラの内部および外部パラ メ ータによって画像面に投

影した像と その観測位置と のずれの二乗和が最小に



なるよう にするものである [1, 16, 17, 21]． その最小

化には通常は LM （ レーベンバーグ・ マーカート ）

法が用いられる． このよう な方法は手間がかかるが，

その精度は他の簡易解法の比較基準になると いう 意

味で， Hartley ら [6]は「 黄金基準」 と 呼んだ．

本論文ではバンドル調整によらず， “基礎行列のみ”

を未知数と し ， しかもバンド ル調整と 等価な解を計

算する新しい手法を提案する． これは低ノ イズレベ

ルに対する方法を反復適用するものであり ， 計算が

非常に単純になる． しかも ， 結果は黄金基準に一致

する．

以下では， まず高ノ イズレベルにおける基礎行列

の最尤推定について述べ， 次のその解法を示す． そ

して， シミ ュレーショ ンおよび実画像データに適用

し ， 低ノ イズレベル法に比べて精度に意味のある差

が現れないこと を示す．これにより ，従来の低ノ イズ

レベルに対する方法で十分であるこ と が結論される．

2. 基礎行列の最適計算

従来の定式化は次の通り である [13, 18, 19, 20]．

2.1 エピ極線方程式

同一シーンを異なる位置から撮影した 2画像にお

いて， 第 1画像の点 (x, y) と 第 2画像の点 (x′, y′)が

シーンの同一点であれば，次の「 エピ極線方程式」 が

成り 立つ [6]．

(x, Fx′) = 0 (1)

ただし， ベク ト ル a, bの内積を (a, b) と 書く ． そし

て， 点 (x, y), (x′, y′)を次のベク ト ルで表す．

x =







x/f0

y/f0

1






, x′ =







x′/f0

y′/f0

1






(2)

ここに， f0は任意の定数である 1．行列F = (Fij)は

「 基礎行列」 と 呼ばれ， 2台のカメ ラの相対的位置と

それらの内部パラ メ ータのみによって定まる（ シー

ンにはよらない） ランク 2の行列である．

新しいベク ト ル u, ξ を

u = (F11, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33)
⊤ (3)

ξ = (xx′, xy′, xf0, yx′, yy′, yf0, f0x
′, f0y

′, f2
0 )⊤ (4)

と 置けば， 式 (1)は次のよう に書ける．

(u, ξ) = 0 (5)
1数値計算の安定性のためのスケールの調節である [5]． 本論文

の実験では f0 = 600 と した．

明らかに uの大きさは不定であり ， 以後 ‖u‖ = 1 と

正規化する．

ノ イズを含む N 組の対応点 (xα, yα), (x′
α, y′

α) が

得られたと き ， それらを式 (4)によって 9 次元ベク

ト ルに変換したものを {ξα}と する．基礎行列の計算

は {ξα} から式 (5) を満たす 9次元ベク ト ル u を推

定する問題と なる．

2.2 解の共分散行列

各データベク ト ル ξα を ξα = ξ̄α + ∆ξα と 書き，

ξ̄α はノ イズを含まない値， ∆ξα はノ イズの項と す

る． この ξα の共分散行列を次のよう に定義する．

V [ξα] = E[∆ξα∆ξ⊤
α ] (6)

こ こに， E[ · ]はノ イズの分布に関する期待値を表す．

各対応点の各座標に期待値 0, 標準偏差 σのノ イズが

独立に加わっていると き ， 式 (4), (6) から共分散行

列 V [ξα]は O(σ)4 を除いて V [ξα] = σ2V0[ξα] と 書

ける． ただし， V0[ξα]を次のよう に置き，「 正規化共

分散行列」 と 呼ぶ．

V0[ξα] =

























x2
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α
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α
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α
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′
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α
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α
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α

0
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′
α
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(7)

2.3 KCR下界

ノ イズを含むデータから計算した推定量 ûの共分

散行列 V [û]を次のよう に定義する [13, 19]．

V [û] = E[(P U û)(P U û)⊤] (8)

こ こに P U は 9次元パラ メ ータ空間において ‖u‖ =

1, detF = 0の定める多様体 U への射影行列である

[18, 19]． こ れは， u が単位ベク ト ルに正規化され，

かつランク拘束を満たすので，解 û を多様体 U の真

値 uにおける接空間に射影して， その接空間上で誤

差を評価すると いう 意味である．
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ノ イ ズ ∆ξα の分布を期待値 0， 共分散行列

σ2V0[ξα]の独立な正規分布と みなせば， ûの任意の

不偏推定量に対して次の不等式が成り 立つ2[8, 9, 11]．

V [û] ≻ σ2
(

N
∑

α=1

(P U ξ̄α)(P U ξ̄α)⊤

(u, V0[ξα]u)

)−

8
(9)

ただし， ≻は左辺から右辺を引いたものが半正値対

称行列である こ と を意味し ， ( · )−r はラ ンク r の一

般逆行列3を表す． Chernov ら [2] は式 (9)の右辺を

「 KCR (Kanatani-Cramer-Rao)下界」 と 呼んだ． そ

して， û が不偏推定量でなく ても ， σ → 0で û → u

であれば O(σ4)を除いて式 (9)が成立するこ と を示

した．

2.4 基礎行列の最尤推定

ノ イ ズ ∆ξα の分布を期待値 0， 共分散行列

σ2V0[ξα]の独立な正規分布と みなすと ， この問題の

最尤推定は， 制約条件 (u, ξ̄α) = 0, α = 1, ..., N の

も と でマハラ ノ ビス距離の二乗和

J =

N
∑

α=1

(ξα − ξ̄α, V0[ξα]−2 (ξα − ξ̄α)) (10)

を最小にする u, ξ̄α を計算するこ と である
4． ラグラ

ンジュ乗数を導入して制約条件を除去すれば，式 (10)

は次式と なる [9, 11]．

J =

N
∑

α=1

(u, ξα)2

(u, V0[ξα]u)
(11)

最尤推定量 ûはこれを条件 ‖u‖ = 1, (u†, u) = 0の

も と で最小にするものである． その計算法と しては

次のものが代表的である [20]．

事後補正法: まずランク拘束を考慮しない解を計算

し（ 金谷 [7, 9, 10]の「 く り こみ法」， Chojnacki

ら [3]の「 FNS法」 ， Leedan ら [14] の「 HEIV

法」 ， 菅谷ら [18]の「 射影ガウス・ ニュート ン

法」 などを用いる ） ， 次にその解をランク拘束

満たすよう に補正する [9, 15, 18, 19, 20]．

内部接近法: 基礎行列を 7パラメ ータで表して式 (11)

を最小値を直接探索する [19, 20]．
2この KCR下界は微小ノ イズ， 無限データ数の近似であると

いう 誤解があるが， 統計学におけるク ラ メ ル・ ラオ (CR) 下界と
意味的に同じ厳密式であり ， 何らの近似も用いていない． ノ イズ
レベルやデータ数に無関係である．

3スペク ト ル分解して大きい r 個の固有値を逆数に置き換え，
残り の固有値を 0 に置き換えた行列．

49 次元空間 R9 の N 点 {ξ
α
} に式 (5) の超平面を各点の共

分散行列 V0[ξ
α
] に反比例する重み付き距離の二乗和が最小にな

るよ う に当てはめる問題と 解釈できる．

外部接近法: ラ ンク 拘束を考慮した固有値問題の反

復を行う [4, 13]．

こ れらによって得られる解 ûの共分散行列 V [û]は

KCRの下界（ 式 (9)の右辺） に O(σ4)を除いて一致

する [9, 11]．

菅谷ら [20]の実験評価によると ， 事後補正法を初

期値して基礎行列の特異値分解に基づいた 7パラメ ー

タ表現を LM 法によって最小化する内部探索法 [19]

と 「 拡張 FNS法」 [13] と 呼ぶ外部接近法と が最も高

い精度を与えた（ 両者の精度に優劣はない） ．

2.5 高ノ イ ズレ ベルにおける最尤推定

前節の解析は厳密であり ， 何の近似も用いていな

い． 例えば式 (10) から式 (11)への変形は厳密であ

る． しかし ， 高ノ イズレベルにおいて問題になるの

は “最尤推定”の解釈である． 式 (11)の最小化は式

(10)の（ 二乗） マハラ ノ ビス距離 J の最小化と 同値

であるが， マハラ ノ ビス距離の最小化が最尤推定で

あるのはノ イズが正規分布のと きのみである． なぜ

なら，そのと きのみ尤度関数が e−J/const.に比例する

からである．

しかし， xy画像面でのノ イズが正規分布だと して

も ， 式 (4)によって変換した ξ 空間のノ イズはもや

や厳密な正規分布と は限らない． したがって 2.4節

冒頭の「 ノ イズ ∆ξαが...正規分布と みなすと 」 が厳

密には成立しない．同様に式 (9)の KCR下界も，そ

れを導く 仮定「 ノ イズ ∆ξα の分布を ...正規分布と

みなせば」 が厳密には成立しない，

そこで次節で xy画像面でマハラノ ビス距離を直接

に最小化する方法を示し ， u空間でのマハラ ノ ビス

距離の最小化と 比較する．

3. 画像面での最尤推定

画像面上の各点のノ イズが期待値 0で各方向に一

定の標準偏差を持つ正規分布であれば，マハラ ノ ビ

ス距離はユーク リ ッ ド 距離そのものになる． ゆえに，

データ点 (xα, yα), (x′
α, y′

α), α = 1, ..., N を式 (2)の

ベク ト ルの形に xα, x′
α で表し， その真の位置を x̄α,

x̄′
α と すると ， 問題はエピ極線方程式

(x̄α, F x̄′
α) = 0, α = 1, ..., N (12)

のも と で次式 (「 再投影誤差」 )を最小にする真の位

置 x̄α, x̄′
αおよび F を求めるこ と である．

J =

N
∑

α=1

(

‖xα − x̄α‖
2 + ‖x′

α − x̄′
α‖

2
)

(13)
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3.1 第１ 近似

真の位置 x̄α, x̄′
α を直接に推定する代わり に

x̄α = xα −∆xα, x̄′
α = x′

α −∆x′
α (14)

と 書き ， 補正量 ∆xα, ∆x′
α を推定する ． 上式を式

(13)に代入すると 次のよう になる．

J =
N

∑

α=1

(

‖∆xα‖
2 + ‖∆x′

α‖
2
)

(15)

エピ極線方程式 (12)は次のよう になる．

(xα −∆xα, F (x′
α −∆x′

α)) = 0 (16)

第１ 近似と してノ イズの 2次の項を無視すると 次式

を得る．

(Fx′
α, ∆xα) + (F⊤xα, ∆x′

α) = (xα, Fx′
α) (17)

ノ イズは画像面内に生じるので ∆xα, ∆x′
αの第 3成

分は 0である． すなわち

(k, ∆xα) = 0, (k, ∆x′
α) = 0 (18)

である． ただし， k = (0, 0, 1)⊤ と 定義する． 拘束条

件 (14), (18)にラグランジュ乗数を導入すると ， 式

(15)を最小化する ∆xα, ∆x′
αは次のよう になる（ 途

中計算省略） .

∆xα =
(xα, Fx′

α)P kFx′
α

(Fx′
α, P kFx′

α) + (F⊤xα, P kF⊤xα)
,

∆x′
α =

(xα, Fx′
α)P kF⊤xα

(Fx′
α, P kFx′

α) + (F⊤xα, P kF⊤xα)
(19)

ただし P k = diag(1, 1, 0) と 定義する（ diag(· · ·)は

· · ·を対角要素と する対角行列）．上式を式 (15) に代

入すると 次のよう になる 5 （ 途中計算省略） ．

J =

N
∑

α=1

(xα, Fx′
α)2

(Fx′
α, P kFx′

α) + (F⊤xα, P kF⊤xα)

(20)

これを最小にする ‖F ‖ = 1, detF = 0の行列 F が

求まったと して，それを F̂ と 置く ． これを式 (19)に

代入すると ， 式 (14)から真の位置 x̄, x̄′ は次のよう

に推定される．

x̂α = xα −
(xα, F̂ x′

α)P kF̂ x′
α

(F̂ x′
α, P kF̂ x′

α) + (F̂
⊤

xα, P kF̂
⊤

xα)
,

x̂
′
α = x′

α −
(xα, F̂ x′

α)P kF̂
⊤

xα

(F̂ x′
α, P kF̂ x′

α) + (F̂
⊤

xα, P kF̂
⊤

xα)

(21)

5これは「 Sampson 誤差」 と も呼ばれる [6]．

3.2 第２ 近似

式 (21)で得られる x̂α, x̂
′
α は真の位置 x̄α, x̄′

α の

最適な推定値の第１ 近似である． そこで式 (14)の代

わり に真の位置を

x̄α = x̂α −∆x̂α, x̄′
α = x̂

′
α −∆x̂

′
α (22)

と 置き， 改めて補正量∆x̂α, ∆x̂
′
α を推定する． x̂α,

x̂
′
α は真の位置 x̄α, x̄′

α の第１ 近似であるから ， 補正

量∆x̂α, ∆x̂
′
α は式 (14)の補正量∆xα, ∆x′

α よ り 高

次の微小量である． 式 (22)を式 (14)に代入すると 次

のよう になる．

J =

N
∑

α=1

(

‖x̃α + ∆x̂α‖
2 + ‖x̃′

α + ∆x̂
′
α‖

2
)

(23)

ただし， 次のよう に置いた．

x̃α = xα − x̂α, x̃′
α = x′

α − x̂
′
α (24)

エピ極線方程式 (12)は次のよう に書ける．

(x̂α −∆x̂α, F (x̂′
α −∆x̂

′
α)) = 0 (25)

展開して高次の微小量∆x̂α, ∆x̂
′
αの 2次の項を無視

すると ， 次のよう になる．

(F x̂
′
α, ∆x̂α) + (F⊤x̂α, ∆x̂

′
α) = (x̂α, F x̂

′
α) (26)

∆x̂α, ∆x̂
′
αは∆xα, ∆x′

α より も高次の微小量である

から， その 2次の項を無視した (26)は式 (17)に比べ

てエピ極線方程式 (12)のより 高次の近似である． 上

式および拘束条件

(k, ∆x̂α) = 0, (k, ∆x̂
′
α) = 0 (27)

にラグランジュ乗数を導入すると ， 式 (20)を最小に

する ∆x̂α, ∆x̂
′
αは次のよう になる（ 途中計算省略）．

∆x̂α =
eαP kF x̂

′
α

(F x̂
′
α, P kF x̂

′
α)+(F⊤x̂α, P kF⊤x̂α)

−x̃α,

∆x̂
′
α =

eαP kF⊤x̂α

(F x̂
′
α, P kF x̂

′
α)+(F⊤x̂α, P kF⊤x̂α)

−x̃′
α

(28)

ただし， 次のよう に置いた．

eα = (x̂α, F x̂
′
α) + (F x̂

′
α, x̃α) + (F⊤x̂α, x̃′

α) (29)

式 (28)を代入すると 式 (23)は次のよう に書ける．

J =
N

∑

α=1

e2
α

(F x̂
′
α, P kF x̂

′
α) + (F⊤x̂α, P kF⊤x̂α)

(30)
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これを最小にする ‖F ‖ = 1, detF = 0の行列 F が

求まったと して，それを F̂ と 置く ． これを式 (28)に

代入すると ， 式 (22)から真の位置 x̄, x̄′ は次のよう

に推定される．

ˆ̂xα = xα −
êαP kF̂ x̂

′
α

(F̂ x̂
′
α, P kF̂ x̂

′
α) + (F̂

⊤
x̂α, P kF̂

⊤
x̂α)

,

ˆ̂x
′

α = x′
α −

êαP kF̂
⊤

x̂α

(F̂ x̂
′
α, P kF̂ x̂

′
α) + (F̂

⊤
x̂α, P kF̂

⊤
x̂α)

(31)

ただし， êαは式 (29)において F を F̂ に置き換えた

ものである． こ のよ う にして得られた ˆ̂xα, ˆ̂x
′

α は式

(21) の x̂α, x̂
′
α よ り も x̄α, x̄′

α のさ らによい近似に

なっている．そこで， これを改めて x̂α, x̂
′
α と 置き直

して， さ らに高次の補正量を推定して， これを収束

するまで反復する．

3.3 基礎行列の計算

残る問題は式 (20)， 式 (30) を最小にする ‖F ‖ =

1, detF = 0の行列 F を求めるこ と である． 式 (3)

の u と 式 (4)の ξ と 用いると 次のよう に書ける．

(xα, Fx′
α) =

1

f2
0

(u, ξα) (32)

(Fx′
α, P kFx′

α) + (F⊤xα, P kF⊤xα)

=
1

f2
0

(u, V0[ξα]u) (33)

ただし V0[ξα] は式 (7) の正規化共分散行列である ．

式 (32), (33)より ， 式 (20)は次のよう に書き直せる．

J =
1

f2
0

N
∑

α=1

(u, ξα)2

(u, V0[ξα]u)
(34)

これは定数倍を除いて式 (11)そのものである． した

がって， これを最小にする ‖F ‖ = 1, detF = 0 と

なる F は従来の方法（ LM法 [19]， 拡張 FNS法 [13]

など） で計算できる． 一方， ベク ト ル ξ̂α を

ξ̂α =





































x̂αx̂′
α + x̂′

αx̃α + x̂αx̃′
α

x̂αŷ′
α + ŷ′

αx̃α + x̂αỹ′
α

f0(x̂α + x̃α)

ŷαx̂′
α + x̂′

αỹα + ŷαx̃′
α

ŷαŷ′
α + ŷ′

αỹα + ŷαỹ′
α

f0(ŷα + ỹα)

f0(x̂
′
α + x̃′

α)

f0(ŷ
′
α + ỹ′

α)

f2
0





































(35)

と 定義すると ， 式 (29)の eα は次のよう に書ける．

eα =
1

f2
0

(u, ξ̂α) (36)

したがって， 式 (30)は次のよう に書き直せる．

J =
1

f2
0

N
∑

α=1

(u, ξ̂α)2

(u, V0[ξ̂α]u)
(37)

ただし， V0[ξ̂α]は式 (7)において， xα, yα, x′
α, y′

α を

それぞれ x̂α, ŷ′
α, x̂′

α, ŷ′
α に置き換えたも のである ．

これは (11) と 同じ形をしているので， これを最小に

する ‖F ‖ = 1, detF = 0 と なる F は従来の方法で

計算できる．

3.4 計算の手順

以上より ， 次の手順が得られる．

1. 9次元ベク ト ル u0 を u0 = 0 と 置く ．

2. 次のよう に置く （ α = 1, ..., N） ．

x̂α = xα, ŷα = yα, x̂′
α = x′

α, ŷ′
α = y′

α,

x̃α = ỹα = x̃′
α = ỹ′

α = 0 (38)

3. 式 (35)の ξ̂α を計算する（ α = 1, ..., N） ．

4. 式 (7)において， xα, yα, x′
α, y′

α をそれぞれ x̂α,

ŷ′
α, x̂′

α, ŷ′
α に置き換えた V0[ξ̂α] を計算する（ α

= 1, ..., N） ．

5. 次式を最小にする ‖F ‖ = 1, det F = 0 と なる 9

次元単位ベク ト ル uを計算する．

J =

N
∑

α=1

(u, ξ̂α)2

(u, V0[ξ̂α]u)
(39)

6. 符号を除いて u ≈ u0 なら uを返して終了する．

そう でなければ x̃α, ỹα, x̃′
α, ỹ′

α を次のよう に更

新する．

x̃α ←
(u, ξ̂α)P kF x̂

′
α

(u, V0[ξ̂α]u)
,

x̃′
α ←

(u, ξ̂α)P kF⊤x̂α

(u, V0[ξ̂α]u)
(40)

7. u0, x̂α, ŷα, x̂′
α, ŷ′

α を次のよう に更新してステッ

プ 3 に戻る．

u0 ← u, x̂α ← xα − x̃α, ŷα ← yα − ỹα,

x̂′
α ← x′

α − x̃′
α, ŷ′

α ← y′
α − ỹ′

α (41)
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図 1: 2枚の平面格子シミ ュレーショ ン画像．

以下，区別のために， 2節に述べた ξ空間で式 (11)

のマハラ ノ ビス距離を最小にする （ すなわち式 (11)

を最小にする） 方法を「 低ノ イズレベル法」，本節の

xy 画像面で式 (13)のマハラ ノ ビス距離（ = 再投影

誤差） を最小にする方法を「 高ノ イズレベル法」 と

呼ぶ．

上記の手順から ， 低ノ イズレベル法はステッ プ 5

で計算を終了するこ と に相当し ， それ以降の反復は

先に指摘したよう に， ξ空間における “ノ イズの非正

規性”を補正する手段であると 解釈できる．

4. シミ ュ レ ーシ ョ ン実験

図 1はシーン中で角度 60◦をなす 2枚の平面格子を

異なる 2方向から見た画像である．これは 600× 600

画素を想定し，焦点距離は 1200画素である．画像中

の格子点を特徴点と して， 各点の x, y座標に平均 0，

標準偏差 σ画素の正規分布に従う 乱数ノ イズを独立

に加え， これから基礎行列を計算した．

実験では， 3.4節の手順のステッ プ 5の式 (39)の

最小化に金谷ら [13] の拡張 FNS法を用いた． ただ

し， これが一定回数（ 実験では 100 回と した） で収

束しなければ， ランク拘束のない解を菅谷ら [18]の

射影的ガウス・ ニュート ン法で計算し 6， それを最適

補正したものを初期値と して， ラ ンク 拘束した菅谷

ら [19]の LM法を適用した． 反復の終了条件は F の

更新量がノ ルムで測って 10−6以下と した．

図 2は精度の評価尺度と して，各 σに対して 10000

回の独立に試行し ， 式 (8)に対応する次の平方平均

二乗誤差D を調べたものである．

D =

√

√

√

√

1

10000

10000
∑

a=1

‖P U û
(a)‖2 (42)

ここに， û
(a)は a回目の試行の解 F̂

(a)
のベク ト ル表

現である． 低ノ イズレベル法のグラフと 高ノ イズレ

6これはChojnackiら [3]の FNS法，Leedan ら [14]の HEIV
法でも収束すれば同じ解が得られるが，実験的に比較すると 菅谷
ら [18] の射影的ガウス・ ニュート ン法の最も大きなノ イズレベル
に対して収束した．
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図 2: 図 1に対する解の平方平均二乗誤差． 横軸はノ イズ
の標準偏差 σ． 高ノ イズレベル法と 低ノ イズレベル法のプ
ロッ ト は重なる． 点線： KCR下界．
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図 3: 図 1に対する解の平均再投影誤差． 高ノ イズレベル
法と 低ノ イズレベル法のプロッ ト は重なる． 点線： (N −

7)σ2/f2

0． 鎖線： 近似的再投影誤差の平均．

ベル法のグラフを重ねているが，完全に重なってい

る． 点線は対応する KCR下界（ = 式 (9) の右辺の

ト レース） である．

図 3はデータ xα, x′
α の推定した真の位置 x̂α, x̂

′
α

の再投影誤差

Ĵ =
N

∑

α=1

(

‖xα − x̂α‖
2 + ‖x′

α − x̂
′
α‖

2
)

(43)

の 10000回の平均値をプロッ ト したものである． こ

れも低ノ イズレベル法のグラフと 高ノ イズレベル法

のグラフを重ねているが， 完全に重なっている． な

お， 比較と して点線で (N − 7)σ2/f2
0（ N は対応点

数） を示す． これは f2
0 J/σ2が第１ 近似と して自由度

N − 7の χ2 分布に従い， したがって J はその期待

値 (N − 7)σ2/f2
0 にほぼ等しいと 期待されるからで

ある．

低ノ イズレベル法は 3.4節の手順のステッ プ 5で

終了するこ と に相当し ， その段階での近似的な再投

影誤差が式 (11)の J に等しい． その後， 計算された

基礎行列 F を更新せず， ステッ プ 3～7 を反復して

F に関するエピ極線方程式を満たす x̂α, x̂
′
α を計算

して式 (43)を評価した． これによって， データから

その F のエピ極線方程式を満たす最も近い位置まで

の距離の二乗和が計算される．

図 3中には比較のために式 (11)の近似的再投影誤

差を鎖線で示している． 図からわかるよう に， (N −
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図 4: 図 1に対する高ノ イズレベル法と 低ノ イズレベル法
の解の差の平方平均二乗． 横軸はノ イズの標準偏差 σ．

図 5: 2枚の球面格子シミ ュレーショ ン画像．

7)σ2/f2
0 にほぼ近い値になっている． そして σ が小

さいと き（ こ の例では σ = 6程度まで） ， 近似的再

投影誤差（ 第 1近似） と 真の再投影誤差と は一致し，

それを超えると 次第に差が生じてく る． しかし ， 図

3, 5からわかるよ う に， 近似的再投影誤差を最小に

しても真の再投影誤差を最小にしても解の精度に変

化が見られない．

ただし，解がまったく 同じと いう わけではない．図

4は式 (42)中の û
(a) を低ノ イズレベル法と 高ノ イズ

レベル法の解の差に置き換えて計算した両者の差の

比較である． ノ イズが小さいと こ ろでは解が一致し

ているが， σ = 6あたり から両者に差が生じている．

しかし， 差は非常に小さく (図 4はスケールを拡大し

ている )， その挙動はランダムに近い．

どんな方法で計算しても ，データにノ イズがある

限り 解にはKCR下界で表される誤差が必然的に生じ

る．しかし，上の結果からは低ノ イズレベル法と高ノ

イズレベル法の解の差はそれより はるかに小さく ， 必

然的な誤差の中に埋もれてしまっている．この例では

σ = 6を超えると ， 計算した基礎行列が 20 ∼ 30%の

誤差を含むのに， 両者の差は高々3%である．

図 5は球面上の格子パタンを 2方向からみたシミ ュ

レーショ ン画像である（ サイズ 600× 600，焦点距離

1200） ． こ の場合の図 2, 3, 4に対応する結果が図 6,

7, 8である． この例についても傾向は同じである．

図 9は図 1， 5に対して， 各 σ に対する式 (39)の

最小化の平均の反復回数をプロッ ト したものである．

このよう に，反復自体は 2 ∼ 4回で収束している．し

かし， ノ イズが増えると と もに， 式 (39)の最小化に
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図 6: 図 5に対する解の平方平均二乗誤差． 横軸はノ イズ
の標準偏差 σ． 実線： 高ノ イズレベル法．破線： 低ノ イズ
レベル法． 点線： KCR下界．
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図 7: 図 5に対する解の平均再投影誤差． 横軸はノ イズの
標準偏差 σ． 実線： 高ノ イズレベル法．破線： 低ノ イズレ
ベル法． 点線： (N − 7)σ2/f2

0． 鎖線： 近似的再投影誤差の
平均．

次第に多く の実行時間を必要と するよ う になる． そ

れにもかかわらず精度の向上が見られないのである

から ， 1回の低レベルノ イズ法の計算で十分である

と 結論される．

5. 実画像実験

図 10の 2画像から図中に示した 100個の対応点を

手動で選び， それから基礎行列を計算した． 表 1は

低ノ イズレベル法と 高ノ イズレベル法の再投影誤差

J と 実行時間（ 秒） を比較したものである． CPU に

は Core2Duo E6700 2.66GHz， 主メ モリ 4GB， OS

には Linux を用いた． 両者に違いが見られない．

6. ま と め

本論文では 2画像間の対応点から基礎行列を計算

する問題に対して， 高ノ イズレベルにおける画像面

上の最尤推定を厳密に計算する新しい方法を示した7．

これは従来のよう な仮の３ 次元復元を介する高次元

空間の探索ではなく ， 低ノ イズレベルに対する方法

を反復適用するものである． こ の方法をシミ ュレー

ショ ンおよび実画像データに適用し，非常に広いノ

イズレベルに渡り ， 精度は低ノ イズレベル法と 区別

できる差がないこ と を確認した．

7以下にプログラムを公開している．
http://www.iim.ics.tut.ac.jp/~sugaya/public.php
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図 8: 図 5に対する高ノ イズレベル法と 低ノ イズレベル法
の解の差の平方平均二乗． 横軸はノ イズの標準偏差 σ．
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図 9: 図 1， 5に対する高ノ イズレベル法の平均反復回数．
横軸はノ イズの標準偏差 σ． 実線は図 1の例． 破線は図 5
の例．

したがって， 実際問題では低ノ イズレベル法で十

分であり ， ξ 空間のノ イズの非正規性は考慮する必

要がない． 精度向上に必要なものは厳密な最尤推定

ではなく ， 対応探索の精度向上やアウト ラ イアを除

去するロバスト 推定であろう ．

高ノ イズレベル法と 低ノ イズレベル法に差がほと

んどない理由はエピ極線方程式 (1)が双１ 次形式で

あり ， xについても x′ についても線形であるためと

思われる． こ のため２ 次の誤差項はそれぞれの誤差

の積のみであり ， プラ スマイナスがバランスして平

均的には偏差を生じない． 幾何学的には式 (1)は x

と x′の直積空間で双曲線織面を定義し，その x空間

と の切り 口も x′ 空間と の切り 口も直線（ エピ極線）

である． したがって， 各データ点の近傍における線

形近似が非常によい精度で成立すると 考えられる．
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