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超精度の楕円当てはめ

山田 純平 金谷 健一

岡山大学大学院自然科学研究科

平面上の点列に楕円を当てはめる問題は，従来から最尤推定が最も高精度であるとみなされ，くりこみ法，HEIV法，
FNS法などの計算法が提案されている．本論文ではこれを上回る「超精度」の当てはめ法が存在することを理論的お
よび実験的に検証する．これは最尤推定の摂動解析によって高次の偏差項を評価し，これを最尤推定解から差し引くも
のである．ただし，最尤推定解は既に精度に理論限界である KCR下界をほぼ達成しているので，補正による効果は非
常にわずかである．このため，提案方法によって実際の応用で実質的な差が生じることはないが，当てはめの精度の理
論限界と最尤推定に関して，理論的な観点から意味のある結果である．

Ellipse Fitting with Hyperaccuracy
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For fitting an ellipse to a point sequence in 2-D, maximum likelihood (ML) estimation has been regarded as
having the highest accuracy, and numerical schemes such as renormalizatin, HEIV, and FNS have been proposed
for computing the solution. In this paper, we demonstrate, theoretically and experimentally, the existence of
a “hyperaccurate” method having higher accuracy than ML. The hyperaccuracy is achieved by perturbation
analysis of the ML solution followed by evaluation of the high-order bias terms and subtraction of them from
the ML solution. However, since the ML solution almost attains the theoretical accuracy bound (the KCR lower
bound), the resulting improvement is too small to produce noticeable difference in practical applications. Yet,
our analysis has theoretical significance, illuminating the relationship between accuracy of the ML solution and
the theoretical accuracy bound.

1. まえがき

シーン中の円形や球形の物体をカメラで撮影する

と一般に楕円に投影され，その投影像からその物体

の 3次元位置が解析できる [19]．このため，画像から

抽出した点列に円や楕円を当てはめることは，視覚

ロボットを含む広範な応用の基本的な処理の一つで

ある．実際，楕円を当てはめに関してこれまで多く

の論文が書かれている．それらは次の二つに大別で

きる．

1. 画像から抽出したエッジ点列の中から，円や楕
円をなすものをどう判別するか．一つの点列に

円または楕円以外の点（アウトライア）が含ま

れているかをどう判定するか．

2. 円または楕円上にあることが既知の点列（イン
ライア）に対して，データに誤差があるとき，な

るべく正確に円または楕円の方程式を当てはめ

るにはどうすればよいか．

第 1については，古くからさまざまなアルゴリズ
ムとその効率的な処理方法が研究され [2, 7, 10, 12, 13,

14, 15, 16, 17, 33, 35, 36, 38, 39, 40, 43, 44, 45, 46, 47, 50,
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51, 56, 57, 58, 59, 61, 62, 63, 64] ，最近では [37]がある．

第 2については，以前は発見的な方法（投票法，最
小二乗法など）が主であったが [4, 5, 18, 29, 41, 42, 48,

49, 52, 53, 54, 55] ，これを誤差のあるデータからの統

計的推定とみなして最適な推定量を求めようという

理論研究が増えた．しかし，多くはデータ数が増大

するときの推定量の一致性や有効性の解析を中心で

ある [1, 3, 6, 30, 31, 60] ．

それに対して，筆者らは画像処理を念頭において，

データ数を固定した少数のデータに対して，画像の

誤差を小さくすると急速に精度が向上する手法を追

求した [23]．それは，そのような手法は望ましい精度

を実現するのにより大きなデータの誤差を許容でき

るからである [24]．

筆者らはさらに，楕円当てはめを幾何学的当ては

めという一般論に抽象して，どのような手法を用い

ても超えることのできない精度の理論限界を共分散

行列の下界という形として示した [22, 23]．Chernov
ら [8]はこれをKCR（金谷・クラメル・ラオ）下界

と呼び，より弱い仮定から同様の結果が得られるこ

とを指摘した．



この枠組によると，“最尤推定”と呼ぶ方法が誤差
の高次の項を除いてこの下界を達成することが示さ

れる [8, 23, 26]．これまでに，くりこみ法 [20, 23, 25]，

HEIV法 [32]，および FNS法 [9]と呼ぶ反復手法が

提案されているが，いずれも理論的にはその精度が

“最尤推定”と同等であることが示される [27]．この

意味で楕円当てはめは実用的な観点からは既に解決

済みの問題であるといえる．

それに対して本論文では理論的な観点から，最尤

推定を上回る解法は本当に存在しないのかという問

題を探求する．便宜上，最尤推定と同等の精度を「高

精度」と呼び（くりこみ法，HEIV法，FNS法など），
それに及ばないものを「低精度」と呼ぶ（最小二乗

法，Taubin法 [54]など）．両者の差は歴然としてお
り，高精度手法を用いることによって精度が著しく

向上することが実験的に確認されている [21, 28, 34]．

これら対比して，最尤推定を上回る精度を「超精度」

と呼ぶことにする．

本論文では超精度を達成する手法が実際に存在す

ることを理論的に示し，実験によって確認する．た

だし，最尤推定は誤差の高次の項を除いて精度の理

論限界を達成しているので，精度の向上の程度は非

常に小さいものである．本論文では実験によってこ

れがどの程度のものかを確認する．

2. 楕円当てはめ

平面上の N 点 {(xα, yα)}, α = 1, ..., N に楕円を

当てはめる問題を考える．楕円は次のように表せる．

Ax2 +2Bxy +Cy2 +2f0(Dx+Ey)+Ff2
0 = 0 (1)

ただし，f0は任意のスケール定数である．新しい係

数ベクトル u と変数ベクトル ξを

u =
(

A B C D E F
)>

ξ =
(

x2 2xy y2 2f0x 2f0y f2
0

)>
(2)

と置けば，式 (1)は次のように書ける．

(u, ξ) = 0 (3)

ただし，以下ベクトル a, bの内積を (a, b)と書く．
ベクトル uの絶対的な大きさは不定であるから，以

後 ‖u‖ = 1と正規化する．
幾何学的には式 (3)は ξ の 6次元空間 R6 の超平

面を表している．誤差を含むデータ点 {(xα, yα)}, α

= 1, ..., N は式 (2)のよって R6 の N 点 {ξα}に埋
め込み写像されるので，楕円当てはめは R6 での超

平面を当てはめる問題とみなせる．

ただし，式 (1)で表されるのは楕円とは限らず，放
物線，双曲線，およびそれらの退化も含んでいる．こ

れらは総称してコニック（円錐曲線）と呼ばれるの

で，上述の定式化は「コニック当てはめ」とも呼ばれ

る [19]．実際，誤差が大きいと楕円上の点列に双曲線

が当てはまったりする．それを防ぐ方法もあるが [11]，

本論文ではそのような場合も解に含めて解析する．

3. 最尤推定

上記の問題を解くために最も広く用いられている

のは次式を最小にする「最小二乗法」である．

JLS =
N∑

α=1

(u, ξα)2 (4)

これは

MLS =
N∑

α=1

ξαξ>
α (5)

と定義すれば単位ベクトル u の２次形式 JLS =
(u, MLSu)に書き直せるので，解（「最小二乗解」）
ûLS はMLS の最小固有値に対する単位固有ベクト

ルである．しかし，最小二乗解には大きな偏差が存

在して精度が低いことが知られている [23]．

それに対して「最尤推定」は，各点 ξαからその超

平面までのマハラノビス距離の二乗和を最小にする

ように超平面を当てはめるものである [23]．すなわち，

J =
N∑

α=1

(ξα − ξ̄α, V0[ξα]−(ξα − ξ̄α)) (6)

を拘束条件 (u, ξ̄α) = 0, α = 1, ..., N のもとで最小

にする．ただし，V0[ξα]はデータ点 {(xα, yα)}の誤
差から導かれる ξα の共分散行列を正規化したもの

である．正規化とは，共分散行列を定数倍しても式

(6)を最小にする解は変わらないことから，誤差の大
きさに依存する定数を除いて {(xα, yα)}の式のみで
表したものである．変数 ξは 2自由度しかないから
V0[ξα]は一般にランクが 2 であり，V0[ξα]− はその
一般逆行列を表す．ラグランジュ乗数を導入して拘

束条件を除去すれば，式 (6)は次式となる [23]．

J =
N∑

α=1

(u, ξα)2

(u, V0[ξα]u)
(7)

各データ点 (xα, yα)はその真の位置 (x̄α, ȳα)に平均
0，標準偏差 σの正規分布に従う誤差が独立に加わっ
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たものであるとすると，ξαの共分散行列は 4σ2V0[ξα]
となり，V0[ξα]は σの高次の項を除いて1，次のよう

に書ける．

V0[ξα] =



x̄2
α x̄αȳα 0 f0x̄α 0 0

x̄αȳα x̄2
α + ȳ2

α x̄αȳα f0ȳα f0x̄α 0
0 x̄αȳα ȳ2

α 0 f0ȳα 0
f0x̄α f0ȳα 0 f2

0 0 0
0 f0x̄α f0ȳα 0 f2

0 0
0 0 0 0 0 0


(8)

4. 最尤推定の誤差解析

式 (7)の微分は次のようになる．

∇uJ =
N∑

α=1

2(ξα, u)ξα

(u, V0[ξα]u)
−

N∑
α=1

2(ξα,u)2V0[ξα]u
(u, V0[ξα]u)2

(9)
ただし，∇uはuに関する勾配を表す．最尤推定量 û

は上式を 0にするものであるから，次式の解である．

Mu = Lu (10)

M =
N∑

α=1

ξαξ>
α

(u, V0[ξα]u)
, L =

N∑
α=1

(ξα, u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

(11)
Chojnackiら [9]のFNS法も，Leedanら [32]のHEIV
法も，式 (10)を固有値問題，あるいは一般固有値問
題の反復によって解く方法である．また，くりこみ

法 [20, 23, 25]も理論的も理論的に精度が同等である

ことが示される [27]．

データに誤差がないときの真の解をuとし，式 (10)
を満たす最尤推定量 ûを次のように展開する．

û = u + ∆1u + ∆2u + · · · (12)

ただし，∆kuは∆ξαの成分の k乗を含む O(σk)の
項を表す．式 (11)の行列Mの右辺に ξα = ξ̄α+∆ξα

を代入すると次のように書ける．

M = M̄ + ∆1M + ∆2M (13)

∆1M =
N∑

α=1

∆ξαξ̄
>
α + ξ̄α∆ξ>

α

(u, V0[ξα]u)
(14)

∆2M =
N∑

α=1

∆ξα∆ξ>
α

(u, V0[ξα]u)
(15)

1後述の実験では省略した高次の項の影響がないことを確認し
ている．

u
u

O

図 1: 推定量 û の誤差の直交成分と平行成分．

ただし，M̄ は真の値 {ξ̄α}を用いて計算したM の

値であり，∆1M , ∆2M はそれぞれ {∆ξα}の１次の
項を含む部分，および２次の項を含む部分である．

式 (11)の行列 Lについては次のようになる．

L=
N∑

α=1

(ξ̄α+∆ξα,u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

=
N∑

α=1

(∆ξα, u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

= ∆2L (16)

すなわち，L̄ = O, ∆1L = Oである．以上より，式

(10)に式 (12)を代入すると次のように書ける．

(M̄ + ∆1M + ∆∗
1M + ∆2M + ∆∗

2M)(u + ∆1u

+∆2u + · · ·) = ∆2L(u + ∆1u + ∆2u + · · ·) (17)

∆∗
1M , ∆∗

2M はそれぞれ M̄ , ∆1M の分母の uを û

に置き換えるために生じる摂動項であり，次のよう

になる（∆2M の摂動項は 3次以上の高次となる）．

∆∗
1M = −2

N∑
α=1

((∆1u, V0[ξα]u) + O(σ2))ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)2

(18)

∆∗
2M = −2

N∑
α=1

((∆1u, V0[ξα]u) + O(σ2))
×(∆ξαξ̄

>
α + ξ̄α∆ξ>

α )

(u, V0[ξα]u)2
(19)

式 (17)の両辺のO(1), O(σ), O(σ2)の項をそれぞ
れ取り出すと，次の結果を得る（導出は付録に示す）．

∆1u = −M̄
−∆1Mu (20)

∆2u = −M̄
−∆2Mu + M̄

−∆1MM̄
−∆1Mu

−M̄
−∆∗

1M∆1u − M̄
−∆∗

2Mu

+M̄
−∆2Lu − ‖M̄−∆1Mu‖2u (21)

式 (11)のM の定義から M̄u = 0が，したがって

M̄
−

u = 0が成り立つ．このため，式 (20), (21)の右
辺の項は最後のもの以外はすべて uに直交する．最

後の項 −‖M̄−∆1Mu‖2uは uに平行であり，正規

化 ‖u‖ = 1を強制するための項である（図 1）．
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5. 最尤推定量の最適性

2節に述べた問題に対して，どのような推定を行っ
ても，データに誤差がある限り，得られる推定量 û

の共分散行列 V [û]には，下回ることのできない下界
が存在する．推定量 ûの共分散行列 V [û]は次のよ
うに定義する．

V [û] = E[(P uû)(P uû)>] (22)

P uは次のように定義する射影行列である（Iは単位

ベクトル）．

P u = I − uu> (23)

これは uに直交する平面上へ射影を表す．これを作

用させるのは，パラメータ uが単位ベクトルに正規

化されているためである．その結果，推定量 ûも定

義域が単位球面となるが，誤差が小さいとして真値

u での接平面に射影して，その接平面上で誤差を評

価するという意味である．このとき，ûが任意の不

偏推定量に対して次の不等式が成り立つことが導か

れる [22, 23]．

V [û] Â 4σ2
( N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)

)−
(24)

ただし，Âは左辺から右辺を引いたものが半正値対
称行列であることを意味する．Chernovら [8]に従い，

上式の右辺をKCR下界と呼ぶ．Chernovら [8]はさ

らに，ûが不偏推定量でなくても，σ → 0で û → u

であれば下界が O(σ4)を除いて上式で表されること
を示した．

式 (20)の誤差項 ∆u1 がこの KCR下界に等しい
変動を与えることがわかる．実際，その共分散行列

は次のようになる．

E[∆1u∆1u
>] = E[M̄−∆1Muu>∆1MM̄

−]

= E[M̄−
N∑

α=1

∆ξαξ̄
>
α+ξ̄α∆ξ>

α

(u, V0[ξα]u)
uu>

N∑
β=1

∆ξβ ξ̄
>
β+ξ̄β∆ξ>

β

(u, V0[ξβ ]u)
M̄

−]

= M̄
−

N∑
α,β=1

(u, E[∆ξα∆ξ>
β ]u)ξ̄αξ̄

>
β

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)
M̄

−

= 4σ2M̄
−

N∑
α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)
M̄

−

= 4σ2M̄
−

M̄M̄
− = 4σ2M̄

− (25)

ただし，上式中で各データ xα に入る誤差は互いに

独立という仮定からE[∆ξα∆ξ>
β ] = 4σ2δαβV0[ξα]で

あることを用いた2．

行列 M̄ の定義から，式 (25)が式 (24)の右辺に一
致していることがわかる．これに ∆2uを加えても，

誤差は正負に対称で∆ξα 奇数次の項の期待値が 0に
なるため，û の共分散行列に対する寄与はO(σ4)で
ある．すなわち，最尤推定量 ûの共分散行列はO(σ4)
を除いてKCR下界を達成しており，この意味で最尤
推定量は最適である．

6. 最尤推定量の偏差

次に最尤推定量 û の偏差を調べる．式 (14) より
E[∆1M ] = O であるから，式 (20)より E[∆1u] =
0である．次に∆2uの期待値を計算する．∆2M の

期待値は次のようになる．

E[∆2M ] =
N∑

α=1

E[∆ξα∆ξ>
α ]

(u, V0[ξα]u)
= 4σ2N (26)

ただし，次のように置いた．

N =
N∑

α=1

V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)

(27)

M̄
−∆1MM̄

−∆1Muの期待値は次のようになる．

E[M̄−∆1MM̄
−∆1Mu]

= E[M̄−
N∑

α=1

ξ̄α∆ξ>
α + ∆ξαξ̄

>
α

(u, V0[ξα]u)
M̄

−

N∑
β=1

ξ̄β∆ξ>
β + ∆ξβ ξ̄

>
β

(u, V0[ξβ ]u)
u]

=
N∑

α,β=1

M̄
−

ξ̄α(M̄−
ξ̄β)>E[∆ξα∆ξ>

β ]u
+M̄

−
E[∆ξα∆ξ>

β ]u(ξ̄α, M̄
−

ξ̄β)

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)

= 4σ2
N∑

α=1

(M̄−
ξ̄α, V0[ξα]u)M̄−

ξ̄α

+(ξ̄α,M̄
−

ξ̄α)M̄−
V0[ξα]u

(u, V0[ξα]u)2
(28)

∆∗
1M∆1uは次のようになる．

∆∗
1M∆1u = −2

N∑
α=1

(∆1u, V0[ξα]u)ξ̄α(ξ̄α, ∆1u)
(u, V0[ξα]u)2

=−2
N∑

α=1

(M̄−∆1Mu,V0[ξα]u)(ξ̄α, M̄
−∆1Mu)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

2δαβ はクロネッカのデルタであり，α = β のとき 1，それ以
外で 0 をとる．
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=−2
N∑

α=1

(M̄−
V0[ξα]u, (∆1Mu)(∆1Mu)>M̄

−
ξ̄α)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

(29)

(∆1Mu)(∆1Mu)> の期待値は次のようになる．

E[(∆1Mu)(∆1Mu)>]

= E[
N∑

α=1

ξ̄α(∆ξα, u)
(u, V0[ξα]u)

N∑
β=1

ξ̄
>
β (∆ξβ , u)

(u, V0[ξβ ]u)
]

=
N∑

α,β=1

(u, E[∆ξα∆ξ>
β ], u)ξ̄αξ̄

>
β

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)

= 4σ2
N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
β

(u, V0[ξα]u)
= 4σ2M̄ (30)

したがって∆∗
1M∆1uの期待値は次のようになる．

E[∆∗
1M∆1u]

= −8σ2
N∑

α=1

(M̄−
V0[ξα]u,M̄M̄

−
ξ̄α)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

= −8σ2
N∑

α=1

(V0[ξα]u,M̄
−

M̄M̄
−

ξ̄α)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

= −8σ2
N∑

α=1

(V0[ξα]u,M̄
−

ξ̄α)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2
(31)

∆∗
2Muは次のようになる．

∆∗
2Mu = −2

N∑
α=1

(∆1u, V0[ξα]u)ξ̄α(∆ξα, u)
(u, V0[ξα]u)2

= 2
N∑

α=1

(M̄−∆1Mu, V0[ξα]u)(∆ξα,u)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

= 2
N∑

α=1

(M̄−
V0[ξα]u, ∆1Mu∆ξ>

α u)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

(32)

∆1Mu∆ξ>
α uの期待値は次のようになる，

E[∆1Mu∆ξ>
α u] = E[

N∑
β=1

(∆ξβ ,u)ξ̄β∆ξ>
α u

(u, V0[ξβ ]u)
]

=
N∑

β=1

ξ̄β(u, E[∆ξβ∆ξ>
α ]u)

(u, V0[ξβ ]u)

= 4σ2 ξ̄α(u, V0[∆ξα]u)
(u, V0[ξα]u)

= 4σ2ξ̄α (33)

したがって∆∗
2Muの期待値は次のようになる．

E[∆∗
2Mu] = 8σ2

N∑
α=1

(M̄−
V0[ξα]u, ξ̄α)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2

= 8σ2
N∑

α=1

(V0[ξα]u, M̄
−

ξ̄α)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)2
(34)

∆2Lの期待値は次のようになる．

E[∆2L] = E[
N∑

α=1

(∆ξα, u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

]

=
N∑

α=1

(u, E[∆ξα∆ξ>
α ]u)V0[ξα]

(u, V0[ξα]u)2

= 4σ2
N∑

α=1

V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)

= 4σ2N (35)

‖M̄−∆1Mu‖2 の期待値は次のようになる．

E[‖M̄−∆1Mu‖2] = E[(M̄−∆1Mu, M̄
−∆1Mu)]

= E[(
N∑

α=1

ξ̄α(∆ξα, u)
(u, V0[ξα]u)

, (M̄−)2
N∑

β=1

ξ̄β(∆ξβ , u)
(u, V0[ξβ ]u)

)]

=
N∑

α,β=1

(u, E[∆ξα∆ξ>
β ]u)(ξ̄α, (M̄−)2ξ̄β)

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)

= 4σ2
N∑

α=1

(ξ̄α, (M̄−)2ξ̄α)
(u, V0[ξα]u)

= 4σ2tr(
N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)
(M̄−)2)

= 4σ2tr(M̄(M̄−)2) = 4σ2tr(M̄−
M̄M̄

−)

= 4σ2tr(M̄−) (36)

7. 超精度補正

前節の結果より，最尤推定量 ûの期待値は次のよ

うになる．

E[û] = u + 4σ2
[ N∑

α=1

(M̄−
ξ̄α, V0[ξα]u)M̄−

ξ̄α

+(ξ̄α, M̄
−

ξ̄α)M̄−
V0[ξα]u

(u, V0[ξα]u)2

−tr(M̄−)u
]

+ O(σ4) (37)

この結果から，上式右辺の σ2に比例する項を推定し

て最尤推定量 ûから引けば超精度の当てはめが実現

できると期待される．しかし，項 tr(M̄−)uは単位
ベクトルにするためのノルムの調節であり（図 1），
推定量は単位ベクトルに正規化するのでこの項は考

慮する必要はない．したがって補正量は次のように

表せる．

∆cu = 4σ̂2
N∑

α=1

(M−ξα, V0[ξα]û)M−ξα

+(ξα, M−ξα)M−V0[ξα]û

(û, V0[ξα]û)2

(38)
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図 2: 実験に用いた楕円とその上の 20点．

 0

 0.05

 0.1

 0.01  0.02σ

図 3: データの誤差に対する楕円当てはめの誤差．

ただし，式 (37)の右辺は真の値によって表されてい
るものを推定値に置き換えた．すなわち uは最尤推

定量 ûに置き換え，行列 M̄ はデータ {(xα, yα)}に
よって定義される ξαによって計算する行列M に置

き換える．その計算過程に含まれる共分散行列V0[ξα]
の計算にも ξαを用いる．そして分散 σ2は次のよう

に推定する．

σ̂2 =
(û,Mû)
4(N − 5)

(39)

これは理論的には (û,Mû)/4σ2 が自由度 N − 5 の
χ2分布に従い，上式のように σ̂2を定義するとE[σ̂2]
= σ2 となるからである [23]．

このように計算した補正量を用いて最尤推定量 û

を次のように補正する．

ũ = N [û − ∆cu] (40)

ただし，N [ · ]は単位ベクトルへの正規化を表す．

8. 実験

図 2は楕円

x2

502
+

y2

1002
= 1 (41)

上に等間隔に N = 20個の点 {(x̄α, ȳα)}をとったも
のである．各点の x, y座標に独立に期待値 0，標準
偏差 σ の正規分布に従う誤差を加えたものをデータ

{(xα, yα)} として楕円の当てはめを行った．最尤推
定量 û の計算には Chojnacki ら [9] の FNS 法を用
いた．

図 3は横軸に σをとり縦軸に平方平均誤差をプロッ

トしたものである．ただし，平方平均誤差は各 σに

図 4: 誤差のある点列への楕円当てはめの一例．

図 5: 誤差のある点列への楕円当てはめの一例．

対して独立に 10,000回の実験を行い，次のように評
価した．

E =

√√√√ 1
10000

10000∑
a=1

‖P uû(a)‖2 (42)

ここに û(a)は a回目の値である．ただし，符号の不

定性があるので，(û(a), u) ≥ 0となる符号を選んだ．
図中の太い実線が最尤推定量に対するものであり，

細い実線が超精度補正を加えたものである．破線は

最小二乗解 ûLS に対する結果である．点線は式 (24)
の KCR下界に対応する

D = 2σ

√√√√tr
( N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)

)−
(43)

をプロットしたものである．

図 3からわかるように，最小二乗解は極めて精度
が低い．それに対して最尤推定量は極めて高精度で

あり，誤差が小さいときは KCR下界にほぼ一致し
ている．誤差がやや大きくなると精度が KCR下界
からわずかに離れるが，超精度補正を加えると再び

KCR下界にほぼ一致している．
図 4は誤差を加えた点列に楕円を当てはめた一例

である（σ = 0.009）．点線が真の楕円であり，破線
が最小二乗解，太い実線が最尤推定量，細い実線が

超精度補正を加えたものである．この例では超精度

補正を加えるとより真の楕円に近づいている．

図 5は別の一例である（σ = 0.009）．この例では
最尤推定量が既に真の楕円にかなり近く，超精度補

正を加えるとかえって真の楕円から離れる．このよ

うな場合も生じるが，全体としては図 4 のように精
度が向上する例のほうが多く，平均すると図 3に示
すようなわずかではあるが精度の改良となる．

いろいろな例を観察すると，図 5のように補正に
よって精度が低下するのはほとんどの場合，最尤推
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定で当てはめた楕円が真の楕円の内側に来る場合で

あった．しかし，最尤推定では真の楕円の外側に当

てはまる場合のほうが圧倒的に多いので，全体とし

ては精度の向上となっている．

真の楕円の外側に当てはまる可能性が多いのは，楕

円の長軸または短軸方向の半径を aとすると，x2ま

たは y2 の係数が 1/a2 に比例し，これを未知数とし

て推定するためと思われる．実際，1/a2が真値 1/ā2

より大きくなる確率と小さくなる確率が等しいとし

ても，関数 y = 1/x2 のグラフの形からわかるよう

に，a ≥ ā となる確率が圧倒的に大きくなる．

9. まとめ

平面上の点列に楕円を当てはめる問題は，従来か

ら最尤推定が最も高精度であるとみなされ，くりこ

み法，HEIV法，FNS法などの計算法が提案されて
いる．本論文ではこれを上回る「超精度」の当ては

め法が存在することを理論的および実験的に検証し

た．これは最尤推定の摂動解析によって高次の偏差

項を評価し，これを最尤推定解から差し引くもので

ある．ただし，最尤推定解は KCR下界をほとんど
達成しているので，超精度補正による効果はわずか

であり，実際の応用で目に見えるほどの差を生じる

ことはない．しかし，当てはめの精度の理論限界と

最尤推定の精度に関して，理論的な観点から意味の

ある結果であるといえる

謝辞: 本研究の一部は文部科学省科学研究費基盤研究 C
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付録. 最尤推定量の摂動解析
1. u は単位ベクトルであるという条件のもとに摂動する
ので，次式が成立しなければならない．

‖u + ∆1u + ∆2u + · · · ‖2

= (u + ∆1u + ∆2u + · · · , u + ∆1u + ∆2u + · · ·)
= 1 (44)

O(1), O(σ), O(σ2)の項をそれぞれ取り出すと次のように
なる．

(u, u) = ‖u‖2 = 1, (u, ∆1u) = 0 (45)

(u, ∆2u) = −(∆1u, ∆1u) = −‖∆1u‖2 (46)

2. 式 (17) の両辺から O(1) の項を取り出すと M̄u = 0
となる．

3. 式 (17)の両辺から O(σ)の項を取り出すと次のように
なる．

M̄∆1u + ∆1Mu + ∆∗
1Mu = 0 (47)

式 (18)より次のようになる．

∆∗
1Mu = −2

N∑
α=1

((∆1u,V0[ξα]u)+O(σ2))ξα(ξα,u)

(u, V0[ξα]u)2

= 0 (48)

ゆえに式 (47)に左から M̄
− を掛けると次式が得られる．

P u∆1u = −M̄
−

∆1Mu (49)

ただし，P u は式 (23)で定義した射影行列である（M̄
−

M̄
= P uであることに注意 [23]）．式 (45)の第２式より∆1u
は u に直交するから，P u∆1u = ∆1uである．したがっ
て式 (20)が得られる．

4. 式 (17) の両辺から O(σ2) の項を取り出すと次のよう
になる（式 (48)より ∆∗

1Mu には O(σ2)の項は含まれて
いない）．

M̄∆2u+∆1M∆1u+∆∗
1M∆1u+∆2Mu+∆∗

2Mu

=∆2Lu (50)

両辺に左から M̄
− を掛け，移項すると次式を得る．

P u∆2u = −M̄
−

∆2Mu + M̄
−

∆1MM̄
−

∆1Mu

−M̄
−

∆∗
1M∆1u − M̄

−
∆∗

2Mu + M̄
−

∆2Lu (51)

これは∆2uの uに直交する成分である．u方向の成分は
式 (46)より −‖∆1u‖2uであり，式 (20)より ‖∆1u‖2 =

−‖M̄−
∆1Mu‖2u である．以上より式 (21)を得る．
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