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あらまし ビデオ画像上を追跡した特徴点からその 3次元形状を復元する Tomasi・Kanade の「因子分解法」は “特

異値分解によって行列の因子分解を行なう方法” と理解されているが，本論文ではその原理は投影のアフィンカメラ

モデルによる近似であり，特異値分解は数値計算の一手段に過ぎないことを示す．まず問題の幾何学的な構造を示し，

次に「平行投影」，「弱透視投影」，「疑似透視投影」を仮定する３次元復元の完全なプログラミング法を記述する．
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Abstract The Tomasi-Kanade factorization for reconstructing the 3-D shape of the feature points tracked through

a video stream is widely regarded as based on factorization of a matrix by SVD (singular value decomposition).

This paper points out that the core principle is the approximation of the imaging by an affine camera model and

that SVD is merely one means of numerical computation. We first describe the geometric structure of the problem

and then give a complete programming scheme for 3-D reconstruction.
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1. まえがき

ビデオ画像上で追跡した特徴点からシーンの 3次元形

状を復元する手法として Tomasi・Kanade [14]の因子分

解法がよく知られている [1]．これはカメラの撮像をア

フィン変換と仮定してカメラ運動とシーンの３次元形状

を計算するものであり，特徴点の軌跡データから線形計

算のみで容易に実行できる．復元結果に高精度を要求し

なければ十分実用的であり，また透視投影に基づく厳密

な復元の反復計算 [2]の初期値としても用いられる．

しかし，発表以来 10年以上が経過したにもかかわら

ず，因子分解法は特異値分解によって行列の因子分解を

行なう方法であるという誤解が未だに流布している．こ

の方法の “原理”は投影のアフィンカメラモデルによる近

似であり，特異値分解による因子分解の最小二乗解の数

値計算の一手段に過ぎない．

このことは以前からさまざまな形で指摘されていた

が [4], [7], [15]，本論文ではそれを実証するために因子分

解法の具体的なプログラミングの詳細を述べる．

もう一つの理由は，ほとんどの文献に “特異値分解に

よって因子分解する”以上のこと，特にその後の核心と

なる計量条件の処理と運動と形状の最適化があまり書か

れていないことである．本論文の目的は次の２点である．

（ 1） 因子分解法においては特異値分解による因子分

解は本質的な意味を持たないことを示す．

（ 2） 文献に書かれていない，具体的なカメラモデル

に応じた３次元復元プログラミングの詳細を示す．

2. アフィンカメラモデル

N 個の特徴点 {pα} を M 枚の画像に渡って追跡し，

第 κ画像における α 番目の特徴点 pα の画像座標（注1）を

(xκα, yκα), κ = 1, ..., M , α = 1, ..., N とする．そして

その運動履歴を次の 2M 次元ベクトルで表し，軌跡ベク

トルと呼ぶ．

pα =
(

x1α y1α x2α y2α · · · xMα yMα

)>
(1)

（注1）：平行投影を仮定すれば画像の座標系は任意であり，通常のように画像フ

レームの左上を原点にとってもよい．しかし，弱透視投影や疑似透視投影を用い

るときは光軸点（画像上でカメラに光軸に相当する点）を何らかの方法で指定し

て（通常は画像フレームの中心にとる），そこを画像座標の原点にとる必要があ

る．なぜならこれらのカメラモデルは透視投影を近似しているからである．
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これによって各特徴点の軌跡を 2M 次元空間の１点と同

一視できる．便宜上，画像番号 κを「時刻 κ」と呼ぶ．

以下，カメラの光軸を Z 軸とするカメラXY Z 座標系

をとり，これに相対的にシーンが運動すると解釈する（注2）．

シーン中に３次元座標系を任意に固定し，特徴点 pα の

そのシーン座標系に関する３次元座標を (aα, bα, cα)と

する．時刻 κ でのシーン座標系の原点と各座標軸の基

底ベクトルをカメラ座標系で表したものをそれぞれ tκ,

{iκ, jκ, kκ}とすると，特徴点 pα の時刻 κにおける３次

元位置 rκα はカメラ座標系では次式となる．

rκα = tκ + aαiκ + bαjκ + cαkκ (2)

平行投影や弱透視投影や疑似透視投影を抽象化したア

フィンカメラ [3], [10]は，３次元点 rκα が次のように画

像上に投影されると仮定するものである [9]．
(

xκα

yκα

)
= P κrκα + qκ (3)

ここに P κ, qκ はそれぞれ時刻 κでのカメラの位置や内

部パラメータによって定まる 2 × 3行列および 2次元ベ

クトルである．式 (2)を代入すると，式 (3)は次のように

書ける．
(

xκα

yκα

)
= m̃0κ + aαm̃1κ + bαm̃2κ + cαm̃3κ (4)

m̃0κ, m̃1κ, m̃2κ, m̃3κ は時刻 κでのカメラの位置や内部

パラメータで決まる 2次元ベクトルである．これを時刻

κ = 1, ..., M に渡って縦に並べると，式 (1)の軌跡ベクト

ル pα は次のように書ける．

pα = m0 + aαm1 + bαm2 + cαm3 (5)

mi, i = 0, 1, 2, 3は m̃iκを時刻 κ = 1, ..., M に渡って縦

に並べた 2M 次元ベクトルである．

式 (5)はすべての軌跡ベクトル pαが 2M 次元空間中で

m0, m1, m2, m3の張る「４次元部分空間」に含まれる

ことを表している．これを部分空間拘束条件と呼ぶ [8]．

さらにm0 の係数が αに依らず１であるから，これはす

べて pαが 2M 次元空間中でm0を通り，{m1, m2, m3}
の張る「３次元アフィン空間」に含まれることを表してい

る．これをアフィン空間拘束条件と呼ぶ [9]．これらの拘

束条件は複数の運動を分離したり [7]～[9], [11]～[13]，途

切れた軌跡を延長する応用 [15]の基礎となるものである．

（注2）：静止したシーンに相対的にカメラが運動すると考えても同等であるが，

複数物体の運動を分離する応用 [7]～[9], [11]～[13] ではカメラを基準にせざるを

得ない．この点から，カメラ座標を基準にとるほうが一貫性がある．

3. 処理の流れ

以上より，観測データ {pα}から３次元復元する計算は
次の４ステップから成る．

（ 1） 軌跡ベクトル {pα}に３次元アフィン空間を当
てはめる．

（ 2） 当てはめた３次元アフィン空間からベクトル

m0, m1, m2, m3 を計算する．

（ 3） 得られたm0, m1, m2, m3 から各時刻のシー

ン座標系の位置 tκ と向き {iκ, jκ, kκ}を計算する．
（ 4） 各特徴点の３次元座標 (aα, bα, cα)を計算し，式

(2)により３次元位置 rκα を計算する．

「特異値分解による因子分解」と呼ばれるのは第１ステッ

プである．これは３次元アフィン空間の最小二乗法によ

る当てはめである．

核心は第２ステップである．これは計量条件と呼ばれ，

どういうカメラモデルを仮定するかに依存する．

第３ステップは最適化計算であるが {iκ, jκ, kκ}が正規
直交系であることから，これらを列として並べた行列R

= (iκ, jκ,kκ)が回転行列であるという非線形拘束条件が

介入する．このような回転の最適な当てはめ問題は特異

値分解によって解決する [5]．

第４ステップは最も単純であり，

J =
N∑

α=1

‖pα −m0 − aαm1 − bαm2 − cαm3‖2 (6)

を最小にすればよい．これは各 (aα, bα, cα)の２次式であ

るから，線形方程式（正規方程式）を解いて解が定まる．

4. アフィン空間の当てはめ

シーン座標系の原点は任意であるから，N個の特徴点の

重心にとることができる．このとき
∑N

α=1 aα =
∑N

α=1 bα

=
∑N

α=1 cα = 0 であるから，式 (5)よりm0 は {pα}の
重心

pC =
1
N

N∑
α=1

pα (7)

となる．よく知られているように，これを通る最適な３

次元アフィン空間は，各 pα の重心 pC からの差を

p′α = pα − pC (8)

と置くと，モーメント行列

C =
N∑

α=1

p′αp′α
> (9)
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の大きい３個の固有値 λ1, λ2, λ3 に対応する単位固有ベ

クトル u1, u2, u3の張る空間である [9]．したがってm1,

m2, m3 は次のように u1, u2, u3 の線形結合で表せる．

mj =
3∑

i=1

Aijui (10)

しかし３次元復元に必要なのは行列A = (Aij)そのもの

ではなく，計量行列

T = AA> (11)

である．これを定める条件がカメラモデルに依存する計

量条件である．

5. 因子分解法のいわれ

以上のように因子分解法の “原理”は「特異値分解によ

る因子分解」ではないが，もちろん特異値分解を用いて

もよい．実際，p′1, p′2, ..., p′N を列とする観測行列を

W =
(

p′1 p′2 · · · p′N
)

(12)

と置き，これを次のように特異値分解してもよい．

W = UNdiag(σ1, σ2, ..., σN )V >
N (13)

ここに UN , V N はそれぞれ正規直交系を列とする

2M × N , N × N 行列であり，σ1, σ2, ..., σN (>= 0) は

特異値である（diag(· · ·)は · · ·を対角要素とする対角行
列）．このとき UN の第 i列は式 (9)モーメント行列 C

の固有値 λi = σ2
i に対応する単位固有ベクトルになって

いる [6]．したがって式 (9)のCの固有値問題を解くこと

と観測行列W の特異値分解は等価である．

2M × N 行列W の特異値分解の効率は min(2M,N)

によって定まるので，特徴点数 N に比べてフレーム数

（の２倍）2M が非常に多いときは特異値分解のほうが計

算量が有利になる．

式 (5)より p′α = aαm1 + bαm2 + cαm3 であるから，

これを式 (12)に代入すると次の形に書ける．

W =
(

m1 m2 m3

)



a1 a2 · · · aN

b1 b2 · · · bN

c1 c2 · · · cN




= MS (14)

だだしM はmiを第 i列とする 2M × 3行列であり，S

は (aα, bα, cα)>を第 α列とする 3×N 行列である．この

記法を用いると，式 (10)は

M = UA (15)

と書ける．ただし U は UN の最初の 3列ベクトルから

成る 2M × 3 行列である．

Tomasi・Kanade [14]は式 (5) のアフィン空間拘束条件

を式 (14) のように書き，ランク３拘束条件と呼んだ（注3）．

そしてm1, m2, m3 を計算するのに式 (13)の特異値分

解を利用して式 (15)と置いてAを定めたことから，「因

子分解法は特異値分解によって行列の因子分解を行なう

方法である」という解釈が生まれた．しかしこれは幾何

学的な構造とそれを計算するための数値解析手段との混

同であり，特異値分解はアフィン空間の当てはめの数値

計算の一手段に過ぎない．

6. ３次元形状復元アルゴリズム

まず因子分解法による３次元形状復元アルゴリズムの

流れを記述する（導出は付録参照）．その後で個々のカ

メラモデルに依存する部分の計算法を述べる．

注意すべきことは，解が二通り得られ，それぞれの復

元形状は互いの鏡像 になっていることである．アフィン

カメラのもとでは，両者を区別する判定法は存在しない

（どちらを撮影しても同じ画像が得られる）．
入 力:

• 2M 次元軌跡ベクトル {pα}, α = 1, ..., N（M は

画像フレーム数，N は特徴点数）．

• シーンの平均奥行Zcと各フレームの焦点距離 {fκ}
（未知なら任意に設定してよい）．

出 力:

• 各フレームの特徴点の重心の並進ベクトル {tκ}．
• 第 1フレームに関する各特徴点の３次元位置

{r̂α}, {r̂′α}（両者は互いの鏡像）．
• 対応する回転行列 {Rκ}, {R′

κ}．
手　　順 (∗はカメラモデルに依存することを表す):

【アフィン空間の当てはめ】

（ 1） 軌跡ベクトル {pα}の重心 pC を式 (7)によって

計算する．

（ 2） pC の第 (2(κ− 1) + 1), 第 (2(κ− 1) + 2)要素を

それぞれ t̃xκ, t̃yκ とする．

（ 3） 軌跡ベクトル {pα}に３次元アフィン空間を当
てはめ，その基底ベクトルを u1, u2, u3 とする．

（ 4） それらを列とする 2M × 3行列を U とし，U>

（注3）：重心を基準にしなければランク４拘束条件
(
p1 · · · pN

)
=

(
m0 m1 m2 m3

)



1 · · · 1

a1 · · · aN

b1 · · · bN

c1 · · · cN


 から W̃ = M̃S̃ の形の式が得ら

れる．この形は式 (5) のアフィン空間拘束条件により直接に対応している．
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の第 (2(κ− 1) + a)列を u†κ(a)とする (κ = 1, ..., M , a =

1, 2)．

【計量行列の計算】

（ 5）∗ 3× 3計量行列 T を計算する．

（ 6） T の固有値 λ1, λ2, λ3 と対応する固有ベクトル

の正規直交系 {v1, v2, v3}を計算する．
# T の固有値 λ1, λ2, λ3はすべて正となるべきである．

絶対値の小さい負の値は 0とする．

【並進ベクトルの計算】

（ 7）∗ 各時刻 κの並進ベクトル tκ = (txκ, tyκ, tzκ)>

を計算する．

【回転行列の計算】

（ 8） 次の 2M 次元ベクトルを計算する．

mi =
√

λi




(u†1(1), vi)

(u†1(2), vi)

(u†2(1), vi)
...

(u†M(2),vi)




, i = 1, 2, 3 (16)

（ 9） m1, m2, m3 を列とする 2M × 3行列をM と

し，M> の第 (2(κ − 1) + a)列をm†
κ(a) とする (κ = 1,

..., M , a = 1, 2)．

（ 10）∗ 各時刻 κの回転行列Rκ を計算する．

【形状の最適化】

（ 11）∗ 行列M を次のように再計算する．

M =
M∑

κ=1

Π>κ Rκ (17)

# Πκ = (Πκ(ij)) はカメラモデルに依存する 3 × 2M

行列．

（ 12） 3次元形状ベクトル {sα}を次のように計算する．

sα = (M>M)−1M>(pα − pC) (18)

【鏡像解の計算】

（ 13）∗ {s′α}と {R′
κ}を次のように計算する．

s′α = −sα, R′
κ = ΩκRκ (19)

# Ωκ はカメラモデルに依存する回転行列．

【３次元位置と回転の出力】

（ 14） 2組の解 {r̂α}, {r̂′α}を次のように計算する．

r̂α =
Zc

tz1
(R1sα + t1), r̂′α =

Zc

tz1
(R′

1s
′
α + t1) (20)

7. 平行投影カメラモデル

前節の ∗のついたステップは仮定するカメラモデルに

οο− Z

(X, Y, Z)
(x, y)

図 1 平行投影．

依存する．平行投影 とは空間の点 (X,Y, Z)が
(

x

y

)
=

(
X

Y

)
(21)

の関係によって画像上の点 (x, y)に投影されるとみなす

ものである（図 1）．平行投影を仮定すると，前節の ∗の
ステップは次のようになる（導出は付録参照）．

【計量行列の計算】

（ 1） 次のように 3 × 3 × 3 × 3テンソル B = (Bijkl)

を定義する．

Bijkl =
M∑

κ=1

[
(u†κ(1))i(u

†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

+
1
4

(
(u†κ(1))i(u

†
κ(2))j + (u†κ(2))i(u

†
κ(1))j

)

(
(u†κ(1))k(u†κ(2))l + (u†κ(2))k(u†κ(1))l)

)]
(22)

# (u†κ(a))i は 3次元ベクトル u†κ(a) の第 i成分．

（ 2） 次の 6× 6対称行列を定義する．

B =




B1111 B1122 B1133

B2211 B2222 B2233

B3311 B3322 B3333√
2B2311

√
2B2322

√
2B2333√

2B3111

√
2B3122

√
2B3133√

2B1211

√
2B1222

√
2B1233

√
2B1123

√
2B1131

√
2B1112√

2B2223

√
2B2231

√
2B2212√

2B3323

√
2B3331

√
2B3312

2B2323 2B2331 2B2312

2B3123 2B3131 2B3112

2B1223 2B1231 2B1212




(23)

（ 3） 次の 6次元ベクトル cを定義する．

c =
(

1 1 1 0 0 0
)>

(24)

（ 4） 次の 6次元連立１次方程式を解いて，6次元ベ

クトル τ = (τi)を求める．

Bτ = c (25)
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Z

(X, Y, Z)

(x, y)

O t zf

図 2 弱透視投影．

（ 5） 計量行列 T を次のように計算する．

T =




τ1 τ6/
√

2 τ5/
√

2

τ6/
√

2 τ2 τ4/
√

2

τ5/
√

2 τ4/
√

2 τ3


 (26)

【並進ベクトルの計算】

（ 1） tzκ = Zc と置く (κ = 1, ..., 2M)．

（ 2） txκ = t̃xκ, tyκ = t̃yκ と置く (κ = 1, ..., 2M)．

【回転行列の計算】

（ 1） 各 κに対して次の特異値分解を計算する．
(

m†
κ(1) m†

κ(2) 0
)

= V κΛκU>
κ (27)

（ 2） 回転行列 {Rκ}を次のように計算する．

Rκ = Uκdiag(1, 1,det(V κU>
κ ))V >

κ (28)

【形状復元の行列と鏡像解の回転行列】

Πκ =




0

0

0

· · ·
· · ·
· · ·

0

0

0

(2κ−1)

1

0

0

(2κ)

0

1

0

0

0

0

· · ·
· · ·
· · ·

0

0

0


 , (29)

Ωκ = diag(−1,−1, 1) (30)

8. 弱透視投影カメラモデル

弱透視投影 [3], [10]とは空間の点 (X, Y, Z)が次のよう

に画像上の点 (x, y)に投影されるとみなすものである（注4）

（図 2）．
(

x

y

)
=

f

tz

(
X

Y

)
(31)

ただし f はカメラの焦点距離であり，tz はシーン座標系

の原点 tの第 3成分である．

弱透視投影投影を仮定すると，各フレームの焦点距離

{fκ}, κ = 1, ..., M を指定する必要がある．しかし未知

なら任意に設定してよい．復元結果はその値には依らな

い．これは tz が定数倍の不定性を持ち，これを最終的に

平均奥行き値 Zcによって正規化するためである．∗のス
テップの計算は次のようになる（導出は付録参照）．

（注4）：脚注 1 で述べたように，これは透視投影の近似であるから，光軸点（画

像上でカメラの光軸に当たる点）を何らかの方法で（例えば画像フレームに中心

に）指定して，それを画像座標系の原点にとる必要がある．

【計量行列の計算】

（ 1） 次のように 3 × 3 × 3 × 3テンソル B = (Bijkl)

を定義する．

Bijkl =
M∑

κ=1

[
(u†κ(1))i(u

†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

−(u†κ(1))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

−(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

+
1
4

(
(u†κ(1))i(u

†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

+(u†κ(1))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

)]
(32)

（ 2） 式 (23)の 6× 6対称行列B を計算する．

（ 3） Bの最小固有値に対する６次元単位固有ベクト

ル τ = (τi)を計算する．

（ 4） 計量行列 T を式（26）によって計算する．

（ 5） det T < 0であれば T ← −T と符号を換える．

【並進ベクトルの計算】

（ 1） tzκ を次のように計算する．

tzκ = fκ

√
2

(u†κ(1),Tu†κ(1)) + (u†κ(2), Tu†κ(2))
(33)

（ 2） txκ, tyκ を次のように計算する．

txκ =
tzκ

fκ
t̃xκ, tyκ =

tzκ

fκ
t̃yκ (34)

【回転行列の計算】

（ 1） 各 κに対して次の特異値分解を計算する．

tzκ

fκ

(
m†

κ(1) m†
κ(2) 0

)
= V κΛκU>

κ (35)

（ 2） 回転行列 {Rκ}を式 (28)によって計算する．

【形状復元の行列と鏡像解の回転行列】

Πκ =
fκ

tzκ




0

0

0

· · ·
· · ·
· · ·

0

0

0

(2κ−1)

1

0

0

(2κ)

0

1

0

0

0

0

· · ·
· · ·
· · ·

0

0

0


 , (36)

Ωκ = diag(−1,−1, 1) (37)

9. 疑似透視投影カメラモデル

疑似透視投影 [10]とは空間の点 (X, Y, Z)が次のよう

に画像上の点 (x, y)に投影されるとみなすものである（注5）

（注5）：これも透視投影の近似であるから，弱透視投影の場合と同様に，光軸点

を何らかの方法で（例えば画像フレームの中心に）指定して，そこを画像座標系

の原点にとる必要がある．
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Z

(X, Y, Z)

(x, y)

O

t

f

図 3 疑似透視投影．

（図 3）．
(

x

y

)
=

f

tz

((
X

Y

)
+

(
1− Z

tz

) (
tx

ty

))
(38)

ここに tx, ty, tz はそれぞれシーン座標系の原点 tの第 1,

第 2, 第 3成分である．

疑似投影投影を仮定すると，弱透視投影の場合と同様

に各フレームの焦点距離 {fκ}, κ = 1, ..., M を指定する

必要があるが，未知なら任意に設定してよい（弱透視投

影の場合と同様に復元結果はその値には依らない）．∗の
ステップの計算は次のようになる（導出は付録参照）．

【計量行列の計算】

（ 1） 次のように置く (κ = 1, ..., M)．

ακ =
1

1 + t̃2xκ/f2
κ

, βκ =
1

1 + t̃2yκ/f2
κ

,

γκ =
t̃xκt̃yκ

f2
κ

(39)

（ 2） 次のように 3 × 3 × 3 × 3テンソル B = (Bijkl)

を定義する．

Bijkl =
M∑

κ=1

[
(γ2

κ+1)α2
κ(u†κ(1))i(u

†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

+(γ2
κ+1)β2

κ(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

+(u†κ(1))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

+(u†κ(1))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

−ακγκ(u†κ(1))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

−ακγκ(u†κ(1))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

−ακγκ(u†κ(1))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

−ακγκ(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

−βκγκ(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

−βκγκ(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

−βκγκ(u†κ(1))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

−βκγκ(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

+(γ2
κ−1)ακγκ(u†κ(1))i(u

†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

+(γ2
κ−1)ακγκ(u†κ(2))i(u

†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

]
(40)

（ 3） 式 (23)の 6× 6対称行列B を計算する．

（ 4） Bの最小固有値に対する６次元単位固有ベクト

ル τ = (τi)を計算する．

（ 5） 計量行列 T を式（26）によって計算する．

（ 6） det T < 0であれば T ← −T と符号を換える．

【並進ベクトルの計算】

（ 1） tzκ を次のように計算する．

tzκ =fκ

√
2

ακ(u†κ(1), Tu†κ(1))+βκ(u†κ(2), Tu†κ(2))
(41)

（ 2） txκ, tyκ を式 (34)によって計算する．

【回転行列の計算】

（ 1） 各 κ に対して次の {r†κ(1), r†κ(2), r†κ(3)} を計算
する．

r†κ(3) =
tzκ

fκ

(
1 + (txκ/tzκ)2 + (tyκ/tzκ)2

)

( tzκ

fκ
m†

κ(1) ×m†
κ(2) −

txκ

tzκ
m†

κ(1) −
tyκ

tzκ
m†

κ(2)

)
,

r†κ(1) =
tzκ

fκ
m†

κ(1) +
txκ

tzκ
r†κ(3),

r†κ(2) =
tzκ

fκ
m†

κ(2) +
tyκ

tzκ
r†κ(3) (42)

（ 2） 次の特異値分解を計算する．
(

r†κ(1) r†κ(2) r†κ(3)

)
= V κΛκU>

κ (43)

（ 3） 回転行列 {Rκ}を式 (28)によって計算する．

【形状復元の行列と鏡像解の回転行列】

Πκ =
fκ

tzκ




0

0

0

· · ·
· · ·
· · ·

0

0

0

(2κ−1)

1

0

−txκ/tzκ

(2κ)

0

1

−tyκ/tzκ

0

0

0

· · ·
· · ·
· · ·

0

0

0


 ,

(44)

Ωκ =
2tκt>κ
‖tκ‖2 − I (45)

10. ま と め

本論文では Tomasi・Kanade の因子分解法の原理が投

影のアフィンカメラモデルによる近似であり，特異値分

解は数値計算の一手段に過ぎないことを示した．そして，

問題の幾何学的な構造を示し，「平行投影」，「弱透視投

影」，「疑似透視投影」を仮定する３次元復元の完全なプ

ログラミング法を記述した（注6）．これにより，誰でも直ち

（注6）：次のサイトにコード化した C++プログラムを公開している．

http://www.suri.it.okayama-u.ac.jp/
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に因子分解法が実装できる．

本文中で省略した計算手順の意味，理由，導出を付録

に示す．
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付録：計算手順の導出

A. 平行投影モデル

平行投影の式 (21)は，投影行列を

Π =

(
1 0 0

0 1 0

)
(46)

と定義すると，次のように書ける．

(
x

y

)
= Π




X

Y

Z


 (47)

【計量行列の計算】

式 (4)の m̃1κ, m̃2κ, m̃3κ は次のように書ける．

m̃1κ = Πiκ, m̃2κ = Πjκ, m̃3κ = Πkκ (48)

時刻 κでの正規直交系 {iκ, jκ, kκ} を列とする行列

Rκ =
(

iκ jκ kκ

)
(49)

は時刻 κにおけるシーン座標系の向きを表す回転行列で

ある．これを用いると式 (48)は次のように書ける．
(

m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)
= ΠRκ (50)

Rκ は直交行列であるから次の関係を得る．
(

m̃1κ m̃2κ m̃3κ

) (
m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)>

= ΠRκR>
κ Π> = ΠΠ> = I (51)

6節のステップ 9で定義したベクトルm†
κ(a)を用いると，

上式は次のように書ける．
(

m†
κ(1) m†

κ(2)

)> (
m†

κ(1) m†
κ(2)

)
= I (52)

要素を取り出すと次のようになる．

‖m†
κ(1)‖2 = ‖m†

κ(2)‖2 = 1, (m†
κ(1), m

†
κ(2)) = 0 (53)

式 (15)よりM> = A>U>であるから，6 節のステップ

4のようにベクトル u†κ(a) を定義すると次の関係を得る．

m†
κ(a) = A>u†κ(a) (54)

これを式 (53)に代入すると次のように書ける．

(A>u†κ(1), A
>u†κ(1)) = (A>u†κ(2), A

>u†κ(2)) = 1,

(A>u†κ(1), A
>u†κ(2)) = 0 (55)

変形して式 (11)の計量行列 T を用いると次式を得る．

(u†κ(1),Tu†κ(1)) = (u†κ(2), Tu†κ(2)) = 1,

(u†κ(1),Tu†κ(2)) = 0 (56)

そこで T を次の関数を最小にするように定める．

K =
M∑

κ=1

[(
(u†κ(1), Tu†κ(1))− 1

)2

+
(
(u†κ(2),Tu†κ(2))− 1

)2

+(u†κ(1), Tu†κ(2))
2
]

(57)

これを Tij で微分して 0を置くと次の連立１次方程式を
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得る．

3∑

i,j,k,l=1

BijklTkl = δij (58)

ただしテンソル B = (Bijkl)を式 (22)のように定義した．

式 (23)のように 6 × 6対称行列 B を定義し，T は対称

行列であるから式 (26)のように 6次元ベクトル τ を定義

し，6次元ベクトル cを式 (24)のように定義すると上式

は式 (25)のように書き直せる．この解 τ から式 (26)に

よって解 T が得られる．

【並進ベクトルの計算】

平行投影では奥行き情報が失われているので，時刻 κ

でのシーン座標系の原点 tκ = (txκ, tyκ, tzκ)> の Z 座標

は便宜上，常に入力で指定した奥行き値 Zcに等しいと置

く．そして (txκ, tyκ)は時刻 κに画像に写る特徴点の xy

座標に重心，すなわち (t̃xκ, t̃yκ)に等しいとする．

【回転行列の計算】

計量行列 T の固有値を λ1, λ2, λ3，対応する単位固有

ベクトルの正規直交系を {v1, v2, v3} とすると次のよう
に書ける．

T =
(

v1 v2 v3

)
diag(λ1, λ2, λ3)

(
v1 v2 v3

)>

(59)

これがAA> に等しいことから，Aが

A = ±
(

v1 v2 v3

)
diag(

√
λ1,

√
λ2,

√
λ3)Q

= ±
(√

λ1v1

√
λ2v2

√
λ3v3

)
Q (60)

と書ける．ただしQは任意の回転である．これはシーン

座標系の向きの取り方に回転の不定性があることに対応

する．また符号は復元に鏡像の不定性があることに対応

する．そこで仮に+の符号を選び，Q = I として一つの

解を定める．このとき式 (15)の行列M の第 i列は次の

ようになる．

mi =




u†>1(1)
u†>1(2)
u†>2(1)
u†>2(2)

...

u†>M(2)




√
λivi (61)

これを書き直すと式 (16)となる．

式 (50)の両辺を転置し，R>
κ の第 i列を r†κ(i) と置く

と，m†
κ(a) の定義と式 (46)より次のように書ける．

(
m†

κ(1) m†
κ(2)

)
= R>

κ Π> =
(

r†κ(1) r†κ(2)

)

(62)

ゆえに r†κ(1), r†κ(2) は次のようになる．

r†κ(1) = m†
κ(1), r†κ(2) = m†

κ(2) (63)

{r†κ(1), r†κ(2), r†κ(3)}が右手正規直交系であるから，理論
的には r†κ(3) = r†κ(1)×r†κ(2)であるが，データに誤差があ

るときは上式で計算した r†κ(1), r†κ(2)が必ずしも厳密な正

規直交系ではない．厳密な正規直交系に直すために，式

(27)のように特異値分解する．これから V κU>
κ が R>

κ

の最良近似となる [5]．ただし V κU>
κ が回転行列の行列

式は 1でなければならないので式 (28)のように変形する．

【形状の計算】

式 (29)の行列 Πκの定義と式 (49), (50) を合わせると，

6節のステップ 9で定義した行列M は式 (17)のように

書ける．3次元形状ベクトルを sα = (aα, bα, cα)> と定

義すると，式 (6)は次のように書ける．

J =
N∑

α=1

‖pα −m0 −Msα‖2 (64)

m0は {pα}の重心 pC であるから，この最小二乗解は式

(18)で与えられる．

【鏡像解の計算】

以上では式 (60)の符号を 1に選んだが，−1とした場合

は式 (16)のmi の符号が換わる．したがってM , m†
κ(a)

も符号が換わる．式 (17)でM の符号が換わることから，

式 (18)で形状ベクトル sα の符号が換わる．

また m̃1κ, m̃2κ, m̃3κ の符号が変わることから式 (50)

よりΠRκ = −ΠR′
κとなる鏡像解R′

κが発生する．両辺

を転置し，R′
κR>

κ = Ωκ と置くと，この関係は次のよう

に書ける．

Ωκ




1 0

0 1

0 0


 =



−1 0

0 −1

0 0


 (65)

したがって Ωκ はベクトル (1, 0, 0)>, (0, 1, 0)> をそれ

ぞれ (−1, 0, 0)>, (0,−1, 0)> に写像する回転行列であり，

Ωκ = diag(−1,−1, 1)となる．

B. 弱透視投影モデル

弱透視投影の式 (31)は，投影行列Πを

Π =
f

tz

(
1 0 0

0 1 0

)
(66)

と定義すると，式 (47)と同じ形になる．
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【計量行列の計算】

式 (4)の m̃0κ, m̃1κ, m̃2κ, m̃3κ は次のように書ける．

m̃0κ = Πκtκ, m̃1κ = Πκiκ,

m̃2κ = Πκjκ, m̃3κ = Πκkκ (67)

ただしΠκ は式 (66)で f , tz をそれぞれ時刻 κの値 fκ,

tzκ に置き換えたものである．式 (49)の回転行列を Rκ

を用いると次のように書ける．
(

m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)
= ΠκRκ (68)

Rκ は直交行列であるから次の関係を得る．
(

m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)(
m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)>

= ΠκRκR>
κ Π>

κ = ΠκΠ>
κ =

f2
κ

t2zκ

I (69)

6節のステップ 9で定義したベクトルm†
κ(a)を用いると，

上式は次のように書ける．
(

m†
κ(1) m†

κ(2)

)> (
m†

κ(1) m†
κ(2)

)
=

f2
κ

t2zκ

I

(70)

要素を取り出すと次のようになる．

‖m†
κ(1)‖2 = ‖m†

κ(2)‖2 =
f2

κ

t2zκ

, (m†
κ(1), m

†
κ(2)) = 0

(71)

式 (15)よりM> = A>U>であるから，6 節のステップ

4のようにベクトル u†κ(a)を定義すると，m†
κ(a)は式 (54)

のように書ける．これを式 (71)に代入すると次のように

書ける．

(A>u†κ(1), A
>u†κ(1)) = (A>u†κ(2), A

>u†κ(2)) =
f2

κ

t2zκ

,

(A>u†κ(1), A
>u†κ(2)) (72)

変形して式 (11)の計量行列 T を用いると，次の二つの

条件を得る．

(u†κ(1), Tu†κ(1)) = (u†κ(2),Tu†κ(2)) =
f2

κ

t2zκ

,

(u†κ(1), Tu†κ(2)) = 0 (73)

そこで T を次の関数を最小にするように定める．

K =
M∑

κ=1

[(
(u†κ(1), Tu†κ(1))− (u†κ(2), Tu†κ(2))

)2

+(u†κ(1), Tu†κ(2))
2
]

(74)

式 (32)のようにテンソル B = (Bijkl)を定義すると次の

ように書ける．

K =
3∑

i,j,k,l=1

BijklTijTkl (75)

式 (73)より行列 T = (Tij)にはスケールの不定性がある．

なぜなら T を 2倍することは tzκ を 1/
√

2倍することを

意味するが，(66)よりΠκも 1/
√

2倍され，式 (68)から

ĩκ, j̃κ, k̃κ もすべて 1/
√

2倍される．しかし式 (5)より

aα, bα, cα をすべて
√

2倍すれば観測データに適合する．

このように T のスケールは不定であるから ‖T ‖ = 1と

正規化しても一般性を失わない．

式 (23)のように 6× 6対称行列Bを定義し，T は対称

行列であるから式 (26)のように 6次元ベクトル τ を定義

すると，式 (75) は次のように書ける．

K = (τ ,Bτ ) (76)

K は二乗和として定義したから B は半正値対称行列で

ある．τ の定義から ‖T ‖ = 1は ‖τ‖ = 1と同値であるか

ら，K を最小にする単位ベクトル τ はB の最小固有値

に対応する単位固有ベクトルである [6]．これから式 (26)

によって解 T が得られる．ただし固有ベクトルは符号が

未定であり，T は半正値でなければならないから det T

< 0なら T の符号を換える．

【並進ベクトルの計算】

計量行列 T が定まれば，式 (73)の最初の式から tzκが

式 (33)のように定まる．式 (67)の第１式より txκ, tyκが

式 (34)のように定まる．

【回転行列の計算】

平行投影の場合と同様に式 (15)の行列M の第 i列が

式 (16)のように得られる．これからベクトルm†
κ(a)も定

まる．

式 (68)の両辺を転置し，R>
κ の第 i列を r†κ(i) と置く

と，m†
κ(a) の定義より次のように書ける．

(
m†

κ(1) m†
κ(2)

)
=R>

κ Π>
κ =

fκ

tzκ

(
r†κ(1) r†κ(2)

)

(77)

ゆえに r†κ(1), r†κ(2) は次のようになる．

r†κ(1) =
tzκ

fκ
m†

κ(1), r†κ(2) =
tzκ

fκ
m†

κ(2) (78)

{r†κ(1), r†κ(2), r†κ(3)}が右手正規直交系であるから，理論
的には r†κ(3) = r†κ(1) × r†κ(2) であるが，データに誤差が

あるときは上式で計算した r†κ(1), r†κ(2)が必ずしも厳密な

正規直交系ではない．そこで平行投影の場合と同様に式

(27)のように特異値分解し，回転行列Rκを式 (28)で定

める [5]．
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【形状の計算】

式 (36)の行列Πκと式 (49)の行列Rκの定義と式 (68)

より，6節のステップ 9で定義した行列M は式 (17)の

ように書ける．3次元形状ベクトルを sα = (aα, bα, cα)>

と定義すると，式 (6)は式 (64)のように書ける．これか

ら最小二乗解が式 (18)で与えられる．

【鏡像解の計算】

平行投影の場合と同様に形状ベクトル sαに対して鏡像

解 −sα が存在する．そしてm†
κ(a) の符号が変わること

から式 (68)よりΠκRκ = −ΠκR′
κ となる鏡像解R′

κ が

発生する．生する．両辺を転置し，R′
κR>

κ = Ωκ と置く

と，この関係は次のように書ける．

Ωκ




1 0

0 1

0 0


 =



−1 0

0 −1

0 0


 (79)

したがって Ωκ はベクトル (1, 0, 0)>, (0, 1, 0)> をそれ

ぞれ (−1, 0, 0)>, (0,−1, 0)> に写像する回転行列であり，

Ωκ = diag(−1,−1, 1)となる．

C. 疑似透視投影モデル

疑似透視投影の式 (38)は，投影行列Πを

Π =
f

tz

(
1 0 −tx/tz tx/f

0 1 −ty/tz ty/f

)
(80)

と定義すると次のように書ける．

(
x

y

)
= Π




X

Y

Z

f




(81)

【計量行列の計算】

式 (2)は次のように書きなおせる．
(

rκα

fκ

)
=

(
tκ

fκ

)
+

(
iκ

0

)
+

(
jκ

0

)
+

(
kκ

0

)

(82)

したがって，式 (4)の m̃0κ, m̃1κ, m̃2κ, m̃3κは次のよう

に書ける．

m̃0κ = Πκ

(
tκ

fκ

)
, m̃1κ = Πκ

(
iκ

0

)
,

m̃2κ = Πκ

(
jκ

0

)
, m̃3κ = Πκ

(
kκ

0

)
(83)

ただしΠκ は式 (80)で f , tz をそれぞれ時刻 κの値 fκ,

tzκ に置き換えたものである．式 (49)の回転行列を Rκ

を用いると次のように書ける．

(
m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)
= Πκ

(
Rκ

0>

)
(84)

Rκ は直交行列であるから次の関係を得る．
(

m̃1κ m̃2κ m̃3κ

) (
m̃1κ m̃2κ m̃3κ

)>

= Πκ

(
Rκ

0>

)(
R>

κ 0>
)
Π>

κ

= Πκ

(
I

0

)
Π>

κ

=
f2

κ

t2zκ

(
1 + t2xκ/t2zκ txκtyκ/t2zκ

txκtyκ/t2zκ 1 + t2yκ/t2zκ

)
(85)

6節のステップ 9で定義したベクトルm†
κ(a)を用いると，

上式は次のように書ける．
(

m†
κ(1) m†

κ(2)

)> (
m†

κ(1) m†
κ(2)

)

=
f2

κ

t2zκ

(
1 + t2xκ/t2zκ txκtyκ/t2zκ

txκtyκ/t2zκ 1 + t2yκ/t2zκ

)
(86)

要素を取り出すと次のようになる．

‖m†
κ(1)‖2 =

f2
κ

t2zκ

(
1 +

t̃2xκ

f2
κ

)
,

‖m†
κ(2)‖2 =

f2
κ

t2zκ

(
1 +

t̃2yκ

f2
κ

)
,

(m†
κ(1), m

†
κ(2)) =

t̃xκt̃yκ

t2zκ

(87)

ただし，式 (83)の第１式から次式が成り立つことを用

いた．
(

t̃xκ

t̃yκ

)
=

fκ

tzκ

(
txκ

tyκ

)
(88)

式 (15)よりM> = A>U>であるから，6 節のステップ

4のようにベクトル u†κ(a)を定義すると，m†
κ(a)は式 (54)

のように書ける．これを式 (87)に代入し，ακ, βκ, γκを

式 (39)のように定義すると次のように書ける．

(A>u†κ(1), A
>u†κ(1)) =

f2
κ

ακt2zκ

,

(A>u†κ(2), A
>u†κ(2)) =

f2
κ

βκt2zκ

,

(A>u†κ(1), A
>u†κ(2)) =

γκf2
κ

t2zκ

(89)

変形して式 (11)の計量行列T を用いると次のようになる．

ακ(u†κ(1), Tu†κ(1)) = βκ(u†κ(2),Tu†κ(2))

=
(u†κ(1),Tu†κ(2))

γκ
=

f2
κ

t2zκ

(90)
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これから次の二つの条件を得る．

ακ(u†κ(1), Tu†κ(1)) = βκ(u†κ(2),Tu†κ(2))

γκ

(
ακ(u†κ(1), Tu†κ(1)) + βκ(u†κ(2), Tu†κ(2))

)

= 2(u†κ(1), Tu†κ(2)) (91)

こうすれば ακ と αβ に関する式の対称性が保存される．

第２式で両辺に γκ を掛けているのは，t̃xκ または t̃yκが

0となる場合に γκ = 0となるので，これが分母に来ない

ようにするためである．そして次の関数を最小にするよ

うに T を定める．

K =
M∑

κ=1

[(
ακ(u†κ(1),Tu†κ(1))− βκ(u†κ(2),Tu†κ(2))

)2

+
(
γκ

(
ακ(u†κ(1),Tu†κ(1)) + βκ(u†κ(2),Tu†κ(2))

)

−2(u†κ(1), Tu†κ(2))
)2]

(92)

式 (40)のようにテンソル B = (Bijkl)を定義すると，上

式は式 (75) のように書ける．弱透視投影の場合と同様に

行列 T = (Tij)にはスケールの不定性があるので ‖T ‖ =

1と正規化しても一般性を失わない．

式 (23)のように 6× 6対称行列Bを定義すると，T は

対称行列であるから，式 (26)のように 6次元ベクトル τ

を定義すると，上式は式 (76) のように書ける．‖T ‖ = 1

は ‖τ‖ = 1と同値であり，K を最小にする単位ベクトル

τ は B の最小固有値に対応する単位固有ベクトルであ

る．これから式 (26)によって解 T が得られる．ただし固

有ベクトルは符号が未定であり，T は半正値でなければ

ならないから detT < 0なら T の符号を換える．

【並進ベクトルの計算】

計量行列 T が定まれば，式 (90)から tzκが定まる．し

かし最後の項は分母の γκ が 0になる可能性があるので，

最初の２項のみを用い，かつ式の対称性を保持するよう

に式 (33)によって定める．tzκ が定まれば式 (88) より

txκ, tyκ が式 (34)のように定まる．

【回転行列の計算】

平行投影，弱透視投影の場合と同様に，式 (15)の行列

M の第 i 列が式 (16)のように求まる．これからベクト

ルm†
κ(a) も定まる．

式 (84)の両辺を転置し，R>
κ の第 i列を r†κ(i) と置く

と，m†
κ(a) の定義より次のように書ける．

(
m†

κ(1) m†
κ(2)

)
=

(
R>

κ 0
)
Π>

κ

=
fκ

tzκ

(
r†κ(1)−

txκ

tzκ
r†κ(3) r†κ(2)−

tyκ

tzκ
r†κ(3)

)
(93)

ゆえに次の関係を得る。

tzκ

fκ
m†

κ(1) = r†κ(1) −
txκ

tzκ
r†κ(3),

tzκ

fκ
m†

κ(2) = r†κ(2) −
tyκ

tzκ
r†κ(3) (94)

{r†κ(1), r†κ(2), r†κ(3)}は右手系正規直交系であるから、両
者のベクトル積は次のようになる。

t2zκ

f2
κ

m†
κ(1)×m†

κ(2) = r†κ(3) +
txκ

tzκ
r†κ(1) +

tyκ

tzκ
r†κ(2)(95)

ゆえに {r†κ(1), r†κ(2), r†κ(3)}は次の連立１次方程式を解い
て定まる。

r†κ(1) − txκ

tzκ
r†κ(3) =

tzκ

fκ
m†

κ(1),

r†κ(2) −
tyκ

tzκ
r†κ(3) =

tzκ

fκ
m†

κ(2),

txκ

tzκ
r†κ(1) +

tyκ

tzκ
r†κ(2) + r†κ(3) =

t2zκ

f2
κ

m†
κ(1) ×m†

κ(2)

(96)

これを解くと式 (42)が得られる．しかしデータに誤差が

あるときは上式で計算した {r†κ(1), r†κ(2), r†κ(3)}は必ずし
も厳密な正規直交系ではない。そこで平行投影，弱透視

投影の場合と同様に式 (43)のように特異値分解し，平行

投影の場合と同様に回転行列Rκ が式 (28)で定める．

【形状の計算】

式 (44)の行列Πκと式 (49)の行列Rκ の定義と式 (84)

より，6節のステップ 9で定義した行列M は式 (17)の

ように書ける．そして平行投影，弱透視投影の場合と同

様に式 (18)の最小二乗解が得られる．

【鏡像解の計算】

平行投影，弱透視投影の場合と同様に形状ベクトル sα

に対して鏡像解−sαが存在する．そしてm†
κ(a)の符号が

変わることから式 (84)よりΠκ

(
Rκ

0>

)
= −Πκ

(
R′κ
0>

)

となる鏡像解R′
κ が発生する．両辺を転置し，R′

κR>
κ =

Ωκ と置くと，この関係は次のように書ける．

Ωκ




1 0

0 1

−txκ/tzκ −tyκ/tzκ




=




−1 0

0 −1

txκ/tzκ tyκ/tzκ


 (97)

したがってΩκはベクトル (1, 0,−txκ/tzκ)>, (0, 1,−tyκ/tzκ)>

をそれぞれ (−1, 0, txκ/tzκ)>, (0,−1, tyκ/tzκ)> に写像す

る回転行列である．ベクトル tκ = (txκ, tyκ, tzκ)> が

(1, 0,−txκ/tzκ)>, (0, 1,−tyκ/tzκ)> の両方に直交するこ

とから，Ωκは tκを軸とし，回転角 180◦の回転行列であ

る．これは式 (45)のようになる．
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