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くりこみ法その後：波紋と発展
金谷 健一

岡山大学工学部情報工学科

筆者がコンピュータビジョンの幾何学的問題の最適計算法として「くりこみ法」を発表して 10年経った機会に，その
歴史的経過，その後の発展および最新の結果をまとめる．まず「幾何学的当てはめ」の一般論を述べ，次に拘束条件が
線形の場合の「最小二乗法」，「FNS 法」，「HEIV 法」，「くりこみ法」を説明し，それらの背景や比較を述べる．そして
関連する「最適補正」の原理，「平衡法（白色化法）」，および「セミパラメトリックモデル」に触れる．

After Renormalization: Influence and Progress
Kenichi Kanatani

Department of Information Technology, Okayama University, Okayama 700-8530 Japan

On the occasion of the tenth year after the author first proposed the “renormalization method” for statistical
optimization of geometric computations for computer vision, this paper reviews its history and recent develop-
ments. First, we describe the general framework of “geometric fitting” . Then, we describe, as numerical schemes
for linear constraints, the “least-squares method”, the “FNS method”, the “HEIV method”, and the “renormal-
ization method” along with their backgrounds and comparisons. We also comment on the principle of “optimal
correction”, the “equilibration (or whitening) method” and the “semi-parametric model”.

1. まえがき
1988年のある日，私は英国 Oxford大学から一通
のメールを受け取った．Oxford は元来文系の大学で
少数の理系はあったが，工学系はなかった．そこに
米国から戻ったMichael Bradyがビジョンとロボッ
ト工学を中心とする学科を立ち上げた．当初は当時
流行の画像処理（低レベルビジョン）や形状認識（一
般化円筒モデルなど）を課題としていたが，元物理
学者の Andrew Zissermanや米国 GE からの客員研
究員の Joe Mundy が中心となって，幾何学理論に
基づくビジョン研究を始めようとしていた．そして，
その手始めとして私が当時出版予定の著書 Group-
Theoretical Methods in Image Understanding (1990
年に Springer から出版 [10])を勉強したいから，原
稿を送ってくれというものであった．
この本は私が 1985–1986年に米国Maryland 大学
に滞在中に研究した内容が中心で，種々の数学理論
をコンピュータビジョンに応用したものである．そ
の中の画像の変換を “Lie群”とみなして，その “既
約表現”から不変量を導く方法論がOxford の人々に
注目された．当時の私の研究は批判され，著名な研
究者が，コンピュータビジョンは実用的であるべき
だという論説を盛んに発表し1，日本でも同様であっ
た．このため，私の研究に関心を持つOxfordからの
要請に非常に驚いた．もちろんすぐに原稿を送った．
その後 1991年に私自身が Oxfordに招聘され 4ヶ
月間滞在し，幾何学的計算に関する著書を執筆した
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1一説には，当時は「コンピュータビジョンはいかにあるべき
か」の議論や各種の「○○ビジョン」の方法論 (paradigm) が具
体的な研究成果よりも多かったとか．

（1993年に Oxford大学出版局から出版 [11]）．しか
し，彼らは不変量のみに関心があり，ヨーロッパの研
究者を組織してアイスランドで不変量に関するワー
クショップを計画していた (後にその成果が出版され
た [28])．一方，当時私は誤差のあるデータからの計
算の精度向上に関心があり，統計的最適化の研究を
始めていた．彼らの誤差のない代数的な解析と私の
誤差のある統計的な解析とは “直交”し，議論がすれ
違うことが多かった．
その後Oxfordグループの不変量の理論は射影幾何

学の代数理論に発展し，フランスやスエーデンやベル
ギーに広がり，今日のヨーロッパの幾何学的なビジョ
ン研究となった．一方，私の統計的方法は批判され，
私の論文のほとんどが不採録になった．日本では当時，
分散・協調ビジョンが提唱され，やはり私の研究が批
判された．私がその成果をまとめた著書 Statistical
Optimization in Geometric Computation: Theory
and Practice を Oxford大学出版局から出版しよう
としたところ，Oxford 大学のグループの査読で却
下され，1996 年にようやく Elsevier から出版され
た2[15]．
しかし，次第に私の研究が世界中で認められ，特
に幾何学的当てはめ問題に対して提唱した「くりこ
み法」に関心が集まり，その解析や改良や世界各国
で発表されている．くりこみ法は今日では画像モザ
イク生成 [20] や画像からの３次元復元 [18]や画像間
の自動対応づけ処理 [21]などの広範囲の応用に不可
欠になっている．

2この出版社から出したことはビジョン研究にとって不幸であっ
た．まず印税がほとんど 0 にもかかわらず設定価格が高く，多く
の研究者から不満が寄せられた．そして強い抗議にもかかわらず
再版されず，現在絶版である．



本稿は，筆者が「くりこみ法」を発表してから 10
年経った機会に，その歴史的経過，その後の発展，お
よび最新の結果をまとめ，この研究の更なる発展を
期待するものである3．

2. 幾何学的当てはめ

2.1 幾何学的モデル

N 個のm次元データベクトル x1, ..., xN は，そ
れらの誤差がないときの値 x̄1, ..., x̄N が未知の p次
元パラメータベクトル uをもつ r個の拘束条件

F (k)(x̄α,u) = 0, k = 1, ..., r (1)

を満たすとする．これを (幾何学的) モデルと呼ぶ．
データ {xα}の定義される空間 X をデータ空間，パ
ラメータuの定義される空間Uをパラメータ空間，r

を拘束条件のランクと呼ぶ．r個の方程式 F (k)(x,u)
= 0, k = 1, ..., r は xの方程式として互いに代数的
に独立で，データ空間 X に「余次元」rの (代数)多
様体 S を定義するとする．
問題は誤差のあるデータ {xα} からパラメータ u

を推定することである．これはデータ空間のN 個の
点に多様体 S を当てはめる問題と解釈できる．この
問題を幾何学的当てはめと呼ぶ．

典型的な例は画像上の点に直線や曲線を当てはめ
る問題である．その場合は各 xα は画像上の点の位
置を表すベクトルであり，式 (1)が当てはめるべき
直線または曲線の方程式となる．しかし，複数の画
像の場合にも拡張できる．

例えば第 1画像上の点 (xα, yα) が第 2 画像上の点
(x′α, y′α)に対応すれば，その対応が 4 次元ベクトル
xα = (xα, yα, x′α, y′α)で表せる．式 (1)をエピ極線方
程式とみなせば，パラメータ uは基礎行列の要素を
並べたベクトルである [6]．このときは r = 1である．
シーンが遠景または平面のときは (1)を射影変換と
みなせる．このときは r = 2 であり，uは射影変換
行列の要素をならべたベクトルである [15]．

2.2 最尤推定

データ xαの誤差4 の挙動を記述する共分散行列を

V [xα] = ε2V0[xα] (2)

とする．εは誤差の絶対量を表す定数であり，ノイズ
レベルと呼ぶ．V0[xα]は誤差のデータや方向への依
存を定性的に表すものであり，正規化共分散行列と

3同じく私の提唱した「モデル選択」[16] についても同様な数
奇な経過があるが，本稿では触れない．

4この誤差の根元を追求すると微妙な問題に行き当たる [17]．

呼ぶ．これは既知とする5．
誤差がデータごとに独立で正規分布に従うとする

と，{x̄α}, uの最尤推定は拘束条件 (1) のもとでマ
ハラノビス距離の二乗和

J =
N∑

α=1

(xα − x̄α, V0[xα]−1(xα − x̄α)) (3)

を最小にするように {x̄α}, uを推定することである6．
以下，データの誤差は小さいと仮定する．線形近

似を用いてラグランジュ乗数により拘束条件 (1)を
消去すると式 (3)は次のように書ける [15]．

J(u) =
N∑

α=1

r∑

k,l=1

W (kl)
α F (k)(xα,u)F (l)(xα, u) (4)

W
(kl)
α は，(∇xF

(k)
α , V0[xα]∇xF

(l)
α ) を (kl)要素とす

る r × r行列の逆行列の (kl)要素である．これを次
のように表記する．

(
W (kl)

α

)
=

(
(∇xF (k)

α , V0[xα]∇xF (l)
α )

)−1

. (5)

ただし∇xF (k)は関数 F (k)の xに関する勾配ベクト
ルであり，添え字の αは x = xα を代入することを
示す7．

2.3 精度の評価

上記の最尤推定の解 ûの精度は次の共分散行列で
表される [15]．

V [û] = ε2M(û)−1 + O(ε4) (6)

ただし次のように置いた．

M(u) =
N∑

α=1

r∑

k,l=1

W (kl)
α ∇uF (k)

α ∇uF (k)>
α (7)

ここに∇uF (k)は関数 F (k)のuに関する勾配ベク
トルであり，添え字 αは x = xα を代入することを
示す．式 (6)の右辺第１項はどのような推定を行なっ
てもこれ以上減らせないので [15]，O(ε4)の項を除け
ば最尤推定によってあらゆる推定の中の最大精度が
得られる8．

5xα が画像上の特徴点位置であれば画像の輝度分布から推定
できるが，特徴点を人手や特徴抽出作用素で抽出する場合は等方
性を仮定してもほとんどの場合問題ない [19]．

6以下の議論はデータ {xα} が何らかの制約を受ける（例え
ば単位ベクトルに正規化される）場合にも，逆行列 V0[xα]−1 を
（ムーア・ペンローズの）一般逆行列 V0[xα]− に置き換えれば成
り立つ [15]．

7式 (49) の r 個の式が冗長で，r′ (< r) 個だけが独立な場合
は，式 (5) の逆行列をランク r′ の（標準形において大きい r′ 個
以外の固有値を 0として計算する）一般逆行列に置き換えればよ
い [15]．

8これは p 次元ベクトル u が何らかの制約を受ける（例えば
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3. 線形当てはめ
3.1 拘束条件の線形化

ビジョンによく現れる多くの問題では，拘束条件
(1)を次の形に書くことができる．

(ξ(x̄α), u) = 0. (8)

ここに ξ( · )はm次元ベクトルから p次元ベクトル
への（一般に非線形の）写像である．uには定数倍
の不定性があるので ‖u‖ = 1 と正規化する．

【例 1】 平面上のN 点 {(xα, yα)}, α = 1, ..., N に
２次曲線（円，楕円，放物線，双曲線，およびそれら
の退化）を当てはめる問題を考える．これはN 点の
真の位置を {(x̄α, ȳα)}とし，それらが満たすべき式

Ax̄2
α +2Bx̄αȳα +Cȳ2

α +2(Dx̄α +Eȳα)+F = 0 (9)

の係数 A, B, ..., D を誤差のあるデータ {(xα, yα)}
から推定する問題とみなせる．ここで

ξ(x, y) = (x2 2xy y2 2x 2y 1)>

u = (A B C D E F )>. (10)

と置けば，式 (9)は式 (8) の形になる．これにより，
データ空間 X が 6次元空間R6の 2次元（代数）多
様体として埋め込まれ，パラメータ空間 U はR6の
原点を中心とする 5 次元単位球面 S5 となる．

【例 2】同一シーンを異なる位置から撮影した 2画像
からN 個の特徴点を抽出し，第１画像の点 (xα, yα)
が第２画像の点 (x′α, y′α)に対応するとする．カメラ
の撮像が透視変換であれば，ある特異行列 F があっ
て，真の特徴点位置 {(x̄α, ȳα)}, {(x̄′α, ȳ′α)}が

(




x̄α

ȳα

1


 , F




x̄′α
ȳ′α
1


) = 0. (11)

を満たす．これをエピ極線方程式，F を基礎行列と
呼ぶ [6]．画像からの３次元復元には上式を満たす基
礎行列F を誤差のあるデータ {(xα, yα)}, {(x′α, y′α)}
から推定する必要がある．ここで

ξ(x, y, x′, y′) = (xx′ xy′ x yx′ yy′ y x′ y′ 1)>

u = (F11 F12 F13 F21 F22 F23 F31 F32 F33 )>

(12)

単位ベクトルに正規化される）場合にも成り立つ．パラメータ空
間 U が p 次元空間 Rp のある p′ (< p) 次元の多様体であれば，
式 (6) の行列M を u における U への射影行列 Pu を用いて
PuM(u)Pu に置き換え，逆行列をランク p′ の一般逆行列に置
き換えればよい [15]．

と置くと，式 (11)は式 (8)の形になる．これにより，
データ空間 X が 9次元空間R9の 4次元（代数）多
様体として埋め込まれ，パラメータ空間 U はR9 の
‖F ‖ = 1, det F = 0で定義される 7次元（代数）多
様体となる9．

線形拘束条件 (8)に対しては，式 (4)の関数 J(u)
は次の形になる．

J(u) =
N∑

α=1

(ξα, u)2

(u, V0[ξα]u)
(13)

ただし V0[ξα]は ξ(xα)の正規化共分散行列（ノイズ
レベル ε2を 1に正規化した共分散行列）である．以
下 ξ(xα)を ξα と略記する．データの誤差は小さい
と仮定しているから，V0[ξα]はデータの正規化共分
散行列 V0[xα] から線形近似によって次のように計算
できる．

V0[ξα] = ∇xξ|>x=xα
V0[xα]∇xξ|x=xα (14)

ただし∇xξは ξ(x)のm× pヤコビ行列である．

∇xξ =




∂ξ1/∂x1 · · · ∂ξp/∂x1

...
. . .

...
∂ξ1/∂xm · · · ∂ξp/∂xm


 (15)

式 (6), (7)より，式 (13)を最小にする最尤推定量
ûの共分散行列は次のように書ける．

V [û] = ε2
( N∑

α=1

P uξαξ>α P u

(u, V0[ξα]u)

)−
+ O(ε4) (16)

ただし，上添え字 −は（ムーア・ペンローズの）一
般逆行列であり，P uはRpにおいて，点uにおける
パラメータ空間 U の接空間 Tu(U)への射影行列であ
る (注 7参照)．

3.2 最小二乗法

uが複雑な制約を受けると，式 (13)を最小にする
uの解析が困難になる．よく用いられる簡略化は，正
規化 ‖u‖ = 1以外の制約を無視することである．デー
タ {xα}に誤差がなければ式 (13)を最小化する uは
自動的にすべての制約を満たすので，誤差が小さけ
れば制約を考慮せずに求めた解 ûもほぼその制約を
満たすと期待される．
しかし，それでも解を解析的に求めることはでき
ない．近似解を求めるのによく用いられるのは，式

9行列のノルムは ‖F ‖ =

√∑3

i,j=1
F 2

ij と定義する．
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(8)を直接に最小二乗法で解く，すなわち

JLS(u) =
N∑

α=1

(ξα, u)2 (17)

を最小にすることである．（２次）モーメント行列を

M =
N∑

α=1

ξαξ>α (18)

と定義すると，式 (17)は次のように書ける．

JLS(u) = (u, Mu) (19)

これは uの２次形式であり，これを最小にする単位
ベクトル uはM の最小固有値に対する単位固有ベ
クトルである．このようにして得られた最小二乗解
ûLSは式 (13)を最小にする最適解 ûの粗い近似であ
るが，直接的な計算で求まるので，種々の反復解法
の初期値としてよく用いられる．

3.3 素朴な方法

未知数 uを含む行列M(u)を

M(u) =
N∑

α=1

ξαξ>α
(u, V0[ξα]u)

(20)

と定義すると，式 (13)は次のように書き直せる．

J(u) = (u,M(u)u) (21)

これから，これを最小にする最適解を次のように計
算したくなる．

1. 初期値 u0 として最小二乗解 ûLS を計算する．
2. 第 (i − 1)回目の反復解 ui−1 (i = 1から開始)
に対して，固有値問題

M(ui−1)u = λu (22)

の最小固有値に対する単位固有ベクトル uをui

とする．
3. ui が符号を除いて ui−1 に十分近ければそれを

ûとして終了．そうでなければ ui−1 ← uiとし
てステップ 2に戻る．

これで最適解が求まると誤解する人が多いが，そうで
はない．なぜなら，反復の収束時に ûは (u, M(û)u)
を最小にする uの値だからである．すなわち微小な
摂動∆uに対して

(û,M(û)û) < (û + ∆u, M(û)(û + ∆u)) (23)

である．しかし

(û, M(û)û) < (û + ∆u, M(û + ∆u)(û + ∆u))
(24)

は保証されない．すなわち ûは (u, M(û)u)を最小
にはするが (u, M(u)u)を最小にするとは限らない．
解析すると [15]，このように求めた ûは O(ε2)の偏
差がある．すなわちデータ {xα}が真の値の周りに
変動しても ûは真の値から O(ε2)だけ偏った値の周
りに変動する．これは多くの応用で無視できない精
度の劣化をもたらす．

3.4 FNS法

式 (13)を最小化するには，uで微分した式

∇uJ =
N∑

α=1

2(ξα, u)ξα

(u, V0[ξα]u)
−

N∑
α=1

2(ξα, u)2V0[ξα]u
(u, V0[ξα]u)2

(25)
を 0と置いた

X(u)u = 0 (26)

を解けばよい．ただし次のように置く．

X(u) =
N∑

α=1

ξαξ>α
(u, V0[ξα]u)

−
N∑

α=1

(ξα,u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

(27)
式 (26)から次の反復解法が得られる．

1. 初期値 u0 として最小二乗解 ûLS を計算する．
2. 第 (i − 1)回目の反復解 ui−1 (i = 1から開始)
に対して，固有値問題

X(ui−1)u = λu (28)

の 0に最も近い固有値に対する単位固有ベクト
ルを ui とする．

3. ui が符号を除いて ui−1 に十分近ければそれを
ûとして終了．そうでなければ ui−1 ← uiとし
てステップ 2に戻る．

この反復が収束すれば，ûはある λに対して

X(û)û = λû (29)

となっている．ûと両辺の内積をとると

(û,X(û)û) = λ (30)

となる．一方，式 (27)より

(û, X(û)û) =
N∑

α=1

(û, ξα)2

(û, V0[ξα]û)

−
N∑

α=1

(ξα, û)2(û, V0[ξα]û)
(û, V0[ξα]û)2

= 0 (31)

であるから λ = 0である．したがって ûが式 (26) の
解となっている．
この方法は Chojnacki ら [4] によって提案され，

FNS(Fundamental Numerical Scheme)法と命名さ
れた．通常，数回の反復で収束する．
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3.5 HEIV法

式 (26)は次のようにも書き直せる．

M(u)u = L(u)u (32)

ただし，次のように置く．

M(u) =
N∑

α=1

ξαξ>α
(u, V0[ξα]u)

(33)

L(u) =
N∑

α=1

(ξα,u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

(34)

式 (32)から次の反復法解法が得られる．
1. 初期値 u0 として最小二乗解 ûLS を計算する．
2. 第 (i − 1)回目の反復解 ui−1 (i = 1から開始)
に対して，一般固有値問題

M(ui−1)u = λL(ui−1)u (35)

の 1に最も近い一般固有値に対する一般固有ベ
クトルを uiとする．ただしそのノルムを次のよ
うに正規化する．

(ui,L(ui−1)ui) = 1 (36)

3. ui が符号を除いて ui−1 に十分近ければそれを
ûとして終了．そうでなければ ui−1 ← uiとし
てステップ 2に戻る．

この反復が収束すれば，ûはある λに対して

M(û)û = λL(û)û, (37)

となっている．ûと両辺の内積をとると，式 (36)の
正規化条件より次のようになる．

(û,M(û)û) = λ (38)

一方，式 (33), (34)より

1 = (û, L(û)û) =
N∑

α=1

(ξα, u)2(û, V0[ξα]û)
(u, V0[ξα]u)2

=
N∑

α=1

(ξα, u)2

(u, V0[ξα]u)
= (û,M(û)û) (39)

であるから λ = 1である．したがって ûが式 (32) の
解となっている．
ただし，式 (34)の L(u)は半正値対称行列である
が，式中の V0[ξα]が特異行列であることから，一般
に特異行列である．V0[ξα]が特異行列であることは
式 (14)からわかる．なぜなら，写像 ξ( · )はm次元
データ {xα}をより次元の高い p次元空間に埋め込

むため，V0[ξα]のランクは V0[xα]のランクを超えな
いからである．
退化した一般固有値問題 (35)を解くには，Rp を

L(u)の値域（固有値正の固有ベクトルの張る空間)
とその零空間（固有値 0の固有ベクトルの張る空間)
に直和分解し，次元の低い正則な一般固有値問題 (35)
に帰着させる必要がある [15]．
この方法（正則固有値問題に帰着させる部分は省
略）は Leedan・Meer [23] と Matei・Meer [25] に
よって提案され，HEIV(Heteroscedastic Errors-In-
Variables)法と命名された10．ここでの説明は Cho-
jnackiら [5]に基づいている．

3.6 くりこみ法

3.3 節の素朴な方法の解に偏差があるのは式 (20)
の行列M(u)に偏差があるためである．データ ξα

を真値 ξ̄α と誤差∆ξαに分けて式 (20)の期待値を計
算すると，

E[ξαξ>α ] = E[(ξ̄α + ∆ξα)(ξ̄α + ∆ξα)>]

=E[ξ̄αξ̄
>
α ]+E[ξ̄α∆ξ>α ]+E[∆ξαξ̄

>
α ]+E[∆ξα∆ξ>α ]

= ξ̄αξ̄
>
α + V0[ξα] (40)

となり，次式を得る11．

E[M(u)] = M̄(u) + ε2N(u) + O(ε4) (41)

E[ · ]は期待値を表し，M̄(u)は真値 {ξ̄α}から計算
したM(u)の値である．そして次のように置いた．

N(u) =
N∑

β=1

V0[ξβ ]
(u, V0[ξβ ]u)

(42)

したがって式 (21)中のM(u)を

M̂(u) = M(u)− ε2N(u) (43)

に置きかえれば偏差のない解が得られる．ε2は未知
であるが，M̄(u)の最小固有値が 0であることから
M̂(u)の最小固有値が 0であるように推定する．こ
れから次の反復解法が得られる．

1. 初期値 u0 として最小二乗解 ûLS を計算し，c0

= 0とする．
2. 第 (i − 1)回目の反復解 ui−1, ci (i = 1から開
始)に対して，固有値問題

(M(ui−1)− ci−1N(ui−1))u = λu (44)
10heteroscedastic とはデータごとに共分散行列が異なること，

errors-in-variable とは拘束条件が式 (8) のように陰関数で表さ
れることをを意味している．

11式 (41)の O(ε4)は式 (20)の右辺の分母の V0[�α]の �α の
依存（もしあれば）の影響を表す．
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の最小固有値に対する単位固有ベクトルをuiと
する．

3. λが十分 0に近ければ ui を ûとして終了．そ
うでなければ

ci ← ci−1 +
λ

(ui,N(ui−1)ui)
(45)

および ui−1 ← ui としてステップ 2に戻る．

式 (44), (45)より，ciが 0に近ければ次式が成立する．

(M(ui−1)− ciN(ui−1))ui = 0 (46)

これは次のように示せる．uiと左辺の内積をとると

(ui, (M(ui−1)− ciN(ui−1))ui)

= (ui, (M(ui−1)− ci−1N(ui−1))ui)

−λ(ui, N(ui−1)ui)
(ui,N(ui−1)ui)

= λ− λ = 0 (47)

となる．ciが 0に近ければM(ui−1)−ciN(ui−1)は
半正値対称行列であり，式 (47)は ui がその零空間
に含まれることを意味する．したがって式 (46)が成
り立ち，収束時には

(M(û)− cN(û))û = 0 (48)

となり，cが ε2 の推定値になっている．この方法は
筆者が提案し，くりこみ法と命名した [12, 13]．

4. 関連する話題
4.1 歴史的背景

上記の記述は時間的に逆であり，まず筆者がくりこ
み法を提案し，それを元に米国Rutgers大学のMeer
らがHEIV法を提案し [23, 25]，さらにオーストラリ
アのAdelaide大学のBrooksらがFNS法に改良した
ものである [3, 4, 5]．
筆者らが国内で最初にくりこみ法を発表したのは

1992年であり [32]，楕円の当てはめ [8]やオプティカ
ルフローの 3次元復元 [9]や 2画像からの 3次元復元
[30]に応用し，論文としてもまとめたが [13]，種々の
批判を受けた12．しかし 1993年に国際会議 ICCVで
発表すると [12]，外国で徐々に引用されるようにな
り，著書 [15]が 1996 年に出版されると急速に海外
に広まった．最近，Brooksらはくりこみ法に別の解
釈を与えている [3]．

12コンピュータビジョンの分野が他分野に比べて互いの批判や
攻撃が激しいのは，研究が世界中にあまりにも急速に広まり，各
研究者がすべての研究を知ることが困難になったためであろう．
このため常に何らか（多くは非難する人自身の研究について）の
無知が批判される．確かにオリジナルでないものをオリジナルと
思い込む者も多いが，一般に他人の研究を批判するのは学問レベ
ルが低い者である．

4.2 比較

BrooksらのFNS法もMeerらのHEIV法も式 (13)
を最小化するので，最終的な解は同一である．それ
に対してくりこみ法では有効数字の最終桁に多少の
違いが生じる．しかし，解析によればその違いは式
(16)の O(ε4)に相当し [15]，誤差のあるデータから
の推定には避けられない範囲内であるという意味で，
HEIVE法も FNS法もくりこみ法もすべて最適解を
与える．これは 3.3節の素朴な方法が偏差を除けば
式 (16)の精度を達成し，くりこみ法によってその偏
差が除去されるからである．実際，Brooksらの比較
実験でも HEIVE法，FNS法，くりこみ法の結果に
有意な差は認められない [3, 4, 5]．

4.3 最適補正

FNS法も HEIV法も uの ‖u‖ = 1以外の制約を
無視している．それらは誤差がなければ自動的に満
たされるが，誤差があると厳密には満たされない．こ
れは実際問題として (例えば計算した基礎行列 F が
detF 6= 0となるなど)問題になる．そこで厳密にか
つ最適に制約を満足させることを考える．uが r個
の制約条件

φ(k)(u) = 0, k = 1, ..., r (49)

を満たすとする．FNS法，HEIV法，くりこみ法で
計算した解 ûの共分散行列は式 (16)で与えられる．

V0[û] =
(
P ûM(û)Pû

)−
(50)

と置けば式 (16)はO(ε4)を除いて ε2V0[û]に等しい．
ただしM(u) は式 (20)（または (32)）の行列であ
る．誤差の分布を正規分布で近似すると，解 ûの制
約 (49)を最適に課すにはマハラノビス距離

Jc = (û− u, V0[û]−(û− u)) (51)

を条件 (49) のもとで最小にする u を計算すればよ
い．ラグランジュ乗数を用いれば解 u∗は第１近似に
おいて次式で与えられる13[15]．

u∗ = û− V0[û]
r∑

k,l=1

w(kl)φ̂(k)∇uφ̂(l), (52)

ここに w(kl) は，(∇uφ̂(k), V0[û]∇uφ̂(l))を (kl)要素
とする r× r行列の逆行列の (kl)要素である．式 (5)
のように表記すると次のように書ける14．

(
w(kl)

)
=

(
(∇uφ̂(k), V0[û]∇uφ̂(l))

)−1

(53)
13これは第１近似であるから式 (49) と高次の違いがあり得る．
厳密な等号にするにはこの補正を反復する．これは極めて高速に
収束する [15]．

14制約 (49) の r 個の式が冗長で，r′ (< r) 個だけが独立なと
きは逆行列をランク r′ の一般逆行列に置き換える [15]．
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ただし φと∇uφのハットは u = ûを代入すること
を示す．解析によれば，式 (51)の補正解 u∗ の正規
化共分散行列は O(ε2)を除いて（共分散行列として
は O(ε4)を除いて）次のようになる [15]．

V0[u∗] = V0[û]

−
r∑

k,l=1

w(kl)(V0[û]∇uφ̂(k))(V0[û]∇uφ̂(k))> (54)

この方法は筆者が提案したものであり [14, 15]，数
学的には ûでの接空間を制約を満たす部分空間とそ
れを破る部分空間に直和分解し，誤差を前者に直交
射影することに相当する．このため，条件 (49)のも
とで式 (4)の J を最小にする解を計算するのと，条
件 (49)を考えないで J を最小にする解に式 (52)の
補正をするのは高次の項を除いて一致する15．最近
Chojnackiら [5]は前者のアプローチを提案している．

4.4 平衡法（白色化法）

くりこみ法の影響はこれまでに述べたような直接
的な発展だけではない．くりこみ法に触発されて提
唱されたものに平衡法 (equilibration) （または白色
化法 (whitening)）がある．これは，くりこみ法が式
(20)の行列M(u)の偏差 ε2N(u)を式 (43)の “引き
算”で消去するのに対して，これを “割り算” によっ
て消去（白色化）するものである．
新しい変数 vと行列 M̃(u)を

v = N(u)1/2u

M̃(u) = N(u)−1/2M(u)N(u)−1/2 (55)

と定義すると，式 (21)は次のように書き直せる．

J(u) = (v,M̃(u)v) (56)

ただしN(u)1/2, N(u)−1/2 はN(u)の平方根およ
びその逆行列である16．式 (41)より行列 M̃(u)の期
待値は次のようになる．

E[M̃(u)] = N(u)−1/2M̄(u)N(u)−1/2 + ε2I

+O(ε4) (57)

行列に単位行列の定数倍を加えても固有ベクトルは
変化しないから17，高次の項を除けば式 (56)を素朴

15ステレオ画像の点対応をエピ極線方程式が厳密に成立するよ
うに補正するにもこの方法が便利であるが，Hartley ら [7] は 6
次方程式を解く非効率な代数的方法を提案している．Torrら [31]
は筆者の方法の精度が Hartleyらの方法と実質的に等しく，計算
効率では筆者の方法が圧倒的に優れるとが指摘しているにもかか
わらず，知名度の差で今日でも依然として Hartleyらの非効率な
方法が国内国外で使われている．

16標準形において各固有値をその平方根およびその逆数に置き
換えたものとして定義される．

17Ax = λx なら (A+ cI)x = (λ + c)x である．

な方法で解いても解に偏差が生じない．これから次
の手順が得られる．

1. 初期値 u0 として最小二乗解 ûLS を計算し，c0

= 0とする．
2. 第 (i − 1)回目の反復解 ui−1, ci (i = 1から開
始)に対して，固有値問題

M̃(ui−1)v = λv (58)

の最小固有値に対する単位固有ベクトル vを求
め，ui を次のように計算する．

ui = N(ui−1)−1/2v (59)

3. ui が符号を除いて ui−1 に十分近ければそれを
ûとして終了．そうでなければ ui−1 ← uiとし
てステップ 2に戻る．

この平衡法（白色化法）は MacLean [24] や
Mühlich・Mester [26, 27] らによって，くりこみ法
に対抗するものとして提起された．しかし，残念な
がら，多くの問題では式 (42)の半正値対称行列N(u)
が特異となり，平方根N(u)1/2は計算できても，そ
の逆行列N(u)−1/2 が計算できない．
これは 3.5節のHEIV法の説明で述べたように，式

(8)の線形拘束条件を得るために通常はm次元デー
タ {xα}をより次元の高い p次元空間に埋め込むの
で，式 (14)で計算される共分散行列 V0[ξα]が退化す
るためである．
それでも共分散行列 V0[ξα] が退化しない特殊な
例には適用可能であり，MacLean [24]はオプティカ
ルフローからの３次元復元の部分問題に，Mühlich・
Mester [26, 27]は対応点からの射影変換の計算の部
分問題に利用している．

4.5 セミパラメトリックモデル

これはわが国で始まったものであり，筆者の統計
的最適化の研究に触発されたものではあるが，前述
のものとは系統が異なる．これはデータ数N が大き
いときに，その値の分布形を推定することによって高
次の推定を実現させようとするものである18．分布
形を介在させる点ではベイズ推定に似ているが，こ
れは事前情報に基づくものではなく，データから推
定する．そして，パラメータ推定のために適切な「推
定関数」を構成するものであり，基本理論は甘利・川
鍋 [1]が示した．現在，これを複数画像からの 3 次元
復元やオプティカルフローからの 3次元復元へ応用
することが試みられている [22, 29]．今後の進展が注
目される．

18それに対して前述の方法はすべてデータ数 N を固定した ε
に関する漸近解析に基づいている．これは処理に不確定があって
も精度を上げることを目的とするからである [17]．
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5. まとめ
筆者がコンピュータビジョンの幾何学的問題の最

適計算法として考案した「くりこみ法」は今日では
画像モザイク生成 [20] や画像からの３次元復元 [18]
や画像間の自動対応づけ処理 [21]などの広範囲の応
用に不可欠になっている．本稿は発表から 10 年経っ
た機会に，その歴史的経過，その後の発展および最
新の結果をまとめたものである．

くりこみ法は国内ではあまり関心を持たれなかっ
たが，海外のいろいろな国に飛び火して，最近さま
ざまな研究が発表されている．しかし，この伝播や
波及にはずいぶん時間がかかった．筆者が 1993年に
国際会議 ICCVで発表したしばらく後は文献として
引用されるのみであり，しかも否定的な見解が多かっ
た．しかし次第に肯定的に評価されるようになり，他
国から国際会議に論文が出されるようになったのは
やっと 1998∼1999年になってからである．さらに論
文誌にMeerらの HEIV法や Brooksらの FNS法や
Mesterらの平衡法が論文誌に載ったのは 2000 年代
に入ってからである．

本稿はこれらを系統的にまとめ，更なる発展を促
そうとするものである．国内での関心の低さは，習
慣や伝統としてのコンピュータビジョンにおける基
礎的，数理的な研究に対する態度の違いもあるが，直
接には適切な文献がないために理解しにくいという
面もある．本稿がその点において寄与することを期
待している．
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