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不均一な誤差分布をもつ空間データからの
3次元回転の最適計算

原 裕 貴†1 新 妻 弘 崇†1 金 谷 健 一†1

3 次元データ間の回転を最適に計算する新しい方法を示す．3 次元データは 2 次元
データと異なり，その計測の過程から空間的に不均一な非等方正誤差分布をもつこと
が特徴である．これに対して Ohta らのくりこみ法による解法が知られているが，本
論文では Ohtaらと同様に 3次元回転の四元数表現を用い，Chojnackiらの FNS法
を用いて厳密な最尤推定解を得る手順を導く．例としてステレオ視によって復元した
3 次元データを考え，ステレオ復元の誤差特性を解析して 3 次元回転を最適に計算す
る．その結果から，普通に用いられている方法は適切でないことが示される．そして，
Ohta らのくりこみ法はほぼ最適な解を計算することを確認し，提案手法はわずかで
はあるがさらに精度の高い解を計算することを示す．

Optimal Computation of 3-D Rotation from Space Data
with Inhomogeneous Noise Distributions

Hiroki Hara,†1 Hirotaka Niitsuma†1

and Kenichi Kanatani †1

We present a new method for optimally computing the 3-D rotation of 3-D
data. Unlike 2-D data, the noise in 3-D data is inherently inhomogeneous and
anisotropic, reflecting the characteristics of the 3-D sensing used. To cope with
this, Ohta and Kanatani introduced a technique called “renormalization”. Fol-
lowing them, we represent a 3-D rotation in terms of a quaternion and compute
an exact maximum likelihood solution using the FNS of Chojnacki et al. As an
example, we consider 3-D data obtained by stereo vision and optimally compute
the 3-D rotation by analyzing the noise characteristics of stereo reconstruction.
We show that the widely used method is not suitable for 3-D data. We confirm
that the renormalization of Ohta and Kanatani indeed computes almost an op-
timal solution and that, although the difference is small, the proposed method
can compute an even better solution.
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1. ま え が き

ステレオカメラを搭載したロボットがシーンの 3次元形状復元を行いながら自身の位置

決めを行うことは SLAM (Simultaneous Localization and Mapping)と呼ばれ，今日の自

律走行ロボット研究の最も中心的なテーマの一つである．そのために重要なのは 2時刻間

のロボットの移動（並進と回転）の計算である．これはロボットに相対的なシーンの並進と

回転を計算して得られる．並進は着目する 3次元点の重心の変化から直ちに計算されるが，

回転が問題となる．なぜなら，3次元データは 2次元データと異なり，その計測の過程から

必然的に空間的に不均一な非等方正誤差分布をもつからである．これを無視すると正確な回

転が計算できない．

同様の問題が画像やレンジファインダーを用いて物体の 3次元全体形状を復元する場合

にも生じる．なぜなら，カメラやセンサーから見えている部分しか復元できないため，複数

の視点から 3次元形状を復元し，共通部分を張り合わせなければならないからである．この

場合も用いたカメラやセンサーのやその向きの違いから各部分の計測結果は異なる誤差特

性をもっていて，これを無視すると正確な張り合わせができない．

このような問題はビジョンに限らず，地球科学においても，異なる衛星位置からの地表の

計測データを合成する問題でも生じる4)．このように，回転推定は多くの問題において重要

な関心事であり，1980年代から精力的に研究されたが1),3),6),7),12),23)，ほとんどすべてが各

点に一様等方誤差を仮定するものであった．得られた方法は数学的にはどれも同値である

が，最も簡明なの特異値分解による方法11),12),23)（付録 A.1）である．

しかし，一様等方誤差の仮定は 3次元データに対しては非現実的である．画像から抽出

した特徴点に対しては，画像自体に特別の方向性がない限り，各点の x, y 座標の誤差分布

は同じであると仮定するのが現実的であるが，3次元データはステレオ視やレンジファイン

ダーなどの何らかのセンサーを用いて計測しなければならない．このとき，計測値の誤差は

センサーに対する（“見えない”）奥行き方向に大きく，それに直交する（“見える”）方向に

は小さい．

3次元データの誤差分布が必然的に大きな不均一性をもつことを指摘し，そのような誤差

分布に対して最尤推定の意味で最適な回転の計算法を初めて定式化したのは Ohtaら22) で

ある．しかし，彼らは解法にくりこみ法を用いた（付録 A.2）．くりこみ法は重み付き最小

二乗解の誤差解析によって偏差を除去し，精度を最尤推定解と統計的に等価にする操作であ

るが14)，解自体が最尤推定解と一致するわけではない．後に Chojnackiら2) はくりこみ法

と類似の方法で最尤推定解そのものを計算する FNS法を提案した．最尤推定解は Leedan
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図 1 回転の幾何学的関係．

ら20) やMateiら21) の HEIV法によっても計算される．

本論文では，Ohtaら22) にならって回転の四元数表現を用い，Chojnackiら2) の FNS法

によって厳密な最尤推定解を得る手順を導く．そして例としてステレオ視によって復元した

3次元データを考え，ステレオ復元の誤差特性を解析して 3次元回転を最適に計算するとと

もに，解を精度の理論限界（KCR下界14),17)）と比較する．その結果から，広く用いられ

ている一様等方誤差を仮定する最適解法1),3),6),7),12),23) は適切でないことが示される．そし

て，Ohtaら22) のくりこみ法はほぼ最適な解を計算することを確認し，提案手法はわずか

ではあるがさらに精度の高い解を計算することを示す．

2. 回転の四元数表現

回転軸 l（単位ベクトル）の右ねじ周りの角度 Ωの回転によって点 r が点 r′ に移動した

とする．幾何学的関係から次の関係が得られる（図 1）．

r′ − r = 2 tan
Ω

2
l × r + r′

2
(1)

これは次のように書き直せる．

q0(r
′ − r) − ql × (r′ + r) = 0 (2)

ただし，次のように置いた．

q0 = cos
Ω

2
, ql = l sin

Ω

2
(3)

定義より q2
0 + ‖ql‖2 = 1であるから，

q =

(
q0

ql

)
(4)

と定義すれば，これは単位ベクトルであり，「四元数?1」と呼ばれる9),10)．逆に四元数 q が

得られれば回転角 Ωと回転軸 lは次のように求まる（N [ · ]は単位ベクトルへの正規化）．

Ω = 2 cos−1 q0, l = N [ql] (5)

以下，ベクトル aと行列 T の積 a × T を，aと T の各列のベクトル積を列とする行列と

定義する．定義より a = (ai)と単位行列 I に対して

a × I =

0

B

@

0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

1

C

A

(6)

であり，これは反対称行列である ((a × I)> = −a × I)．そして恒等式 (a × I)b = a × b

(a × I)T = a × T が成り立つ．また，T (a × I)> を T × aと表記する．

3. 四元数表現の最尤推定

回転前の位置 rα と回転後の位置 r′
α が測定されているとする (α = 1, ..., N)．測定は誤

差を含むとし，rα, r′
α の共分散行列をそれぞれ ε2V0[rα], ε2V0[r

′
α]とする．εは誤差の絶対

的な大きさを表す定数（「ノイズレベル」）であり，V0[rα], V0[r
′
α]は誤差の分布を表す行列

（「正規化共分散行列」）である．回転の四元数表現の最尤推定は，回転前後の誤差のない位

置を r̄α, r̄′
α とするとき，「マハラノビス距離」（1/2は便宜的な係数）

J =
1

2

N∑
α=1

(rα − r̄α, V0[rα]−1(rα − r̄α)) +
1

2

N∑
α=1

(r′
α − r̄′

α, V0[r
′
α]−1(r′

α − r̄′
α)) (7)

を次の条件のもとで最小化するものである．

q0(r̄
′
α − r̄α) − ql × (r̄′

α + r̄α) = 0 (8)

ただし，ベクトル a, bの内積を (a, b)と書く．従来から研究された問題1),6),7),12),23) は各

点の誤差がどの点に対しても回転の前後で同一の等方分布と仮定するものであり，これは

V0[rα] = V0[r
′
α] = I の場合に相当する．この場合は回転前のみ，あるいは回転後のみに誤

差があると仮定しても同じ解となる8)．しかし，不均一誤差分布の場合は回転前後の両方の

誤差分布が解に影響する．式 (8)に対するラグランジュ乗数 λα を導入すれば，式 (8)のも

とで式 (7)を最小にする解は

?1 厳密にはその演算を指定する代数系と合わせて四元数と呼ぶが9),10)，本論文では四元数代数系は用いない．
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J̃ =
1

2

N∑
α=1

(rα − r̄α, V0[rα]−1(rα − r̄α)) +
1

2

N∑
α=1

(r′
α − r̄′

α, V0[r
′
α]−1(r′

α − r̄′
α))

−
N∑

α=1

(λα, q0(r̄
′
α − r̄α) − ql × (r̄′

α + r̄α)) (9)

を r̄α, r̄′
α に関して微分して 0と置いて得られる16)．関係 (λα, ql × r̄α) = −(ql ×λα, r̄α),

(λα, ql × r̄′
α) = −(ql × λα, r̄′

α)に注意すると，式 (9)の微分は次のようになる．

∇r̄α J̃ = −V0[rα]−1(rα − r̄α) + q0λα − ql × λα

∇r̄′
α
J̃ = −V0[r

′
α]−1(r′

α − r̄′
α) − q0λα − ql × λα (10)

各式を 0と置いて r̄α, r̄′
α について解くと次のようになる．

r̄α = rα − V0[rα](q0λα − ql × λα)

r̄′
α = r′

α + V0[r
′
α](q0λα + ql × λα) (11)

これらを式 (8)に代入すると次のようになる．

q0(r
′
α − rα) + q2

0(V0[r
′
α] + V0[rα])λα + q0(V0[r

′
α] − V0[rα])(ql × λα)

−ql × (r′
α + rα) − ql × (q0(V0[r

′
α] − V0[rα])λα) − ql × (V0[r

′
α]

+V0[rα])(ql × λα) = 0 (12)

書き直すと次のようになる．

−q0(r
′
α − rα) + ql × (r′

α + rα) = V αλα (13)

ただし，行列 V α を次のように置いた．

V α = q2
0(V0[r

′
α]+V0[rα])−2q0S[ql×(V0[r

′
α]−V0[rα])]+ql×(V0[r

′
α]+V0[rα])×ql (14)

ここに S[ · ]は対称化作用素である (S[A] = (A +A>)/2)．W α = V −1
α と置くと，式 (13)

より λα が次のように求まる．

λα = −W α

(
r′

α − rα (r′
α + rα) × I

)(
q0

ql

)
= W αXαq (15)

ただし，q は式 (4)の四元数であり，3 × 4行列Xα を次のように置いた．

Xα =
(

r′
α − rα (r′

α + rα) × I

)
(16)

式 (11)を式 (7)に代入すると次のようになる．

J =
1

2

N∑
α=1

(
(V0[rα](q0λα − ql × λα), q0λα − ql × λα)

+(V0[r
′
α](q0λα + ql × λα), q0λα + ql × λα)

)
=

1

2

N∑
α=1

(λα, V αλα) (17)

これに式 (15)を代入すると次のようになる．

J =
1

2

N∑
α=1

(W αXαq, V αW αXαq) =
1

2

N∑
α=1

(q, X>
α W αW −1

α W αXαq)

=
1

2
(q, Mq) (18)

ただし，4 × 4行列M を次のように置いた．

M =

N∑
α=1

X>
α W αXα (19)

以上が Ohtaら22) が示した結果である．

4. 最適化計算法

Ohta ら22) は式 (18) の最小化にくりこみ法を用いた．これは式 (18) を重み付き最小二

乗法で解いた場合に生じる偏差を解析してそれを反復的に差し引く操作である．ここでは式

(18)を直接的に最小化することを考える．式 (18)を qκ, κ = 0, 1, 2, 3に関して微分する

と次のようになる（Mκλ はM の (κλ)要素）．

∂J

∂qκ
=

3∑
λ=0

Mκλqλ +
1

2
(q,

∂M

∂qκ
q) (20)

式 (19)より行列M の微分は次のようになる．

∂M

∂qκ
=

N∑
α=1

X>
α

∂W α

∂qκ
Xα (21)

そこで ∂W α/∂qκ を評価する．行列W α はW α = V −1
α と定義されているので V αW α =

I の両辺を qκ で微分する．
∂V α

∂qκ
W α + V α

∂W α

∂qκ
= O (22)

これから ∂W α/∂qκ が次のようになる．
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∂W α

∂qκ
= −V −1

α
∂V α

∂qκ
W α = −W α

∂V α

∂qκ
W α (23)

したがって式 (21)より (q, ∂M/∂qκq)は次のように書ける．

(q,
∂M

∂qκ
q) = −(q,

N∑
α=1

X>
α W α

∂V α

∂qκ
W αXαq) = −

N∑
α=1

(W αXαq,
∂V α

∂qκ
W αXαq)

= −
N∑

α=1

(pα,
∂V α

∂qκ
pα) (24)

ただし，pα を次のように定義した．

pα = W αXαq (25)

次に ∂V α/∂qκ, κ = 0, 1, 2, 3を評価する．式 (14)より次のようになる．

∂V α

∂q0
= 2q0(V0[r

′
α] + V0[rα]) − 2S[ql × (V0[r

′
α] − V0[rα])]

∂V α

∂q1
= −2q0S[i × (V0[rα] − V0[r

′
α])] + 2S[i × (V0[rα] + V0[r

′
α]) × ql]

∂V α

∂q2
= −2q0S[j × (V0[rα] − V0[r

′
α])] + 2S[j × (V0[rα] + V0[r

′
α]) × ql]

∂V α

∂q3
= −2q0S[k × (V0[r

′
α] − V0[rα])] + 2S[k × (V0[r

′
α] + V0[rα]) × ql] (26)

ただし，i = (1, 0, 0)>, j = (0, 1, 0)>, k = (0, 0, 1)>と置いた．以上より (pα, ∂V α/∂qκpα)

は次のようになる．

(pα,
∂V α

∂q0
pα) = 2q0(pα, (V0[r

′
α] + V0[rα])pα) + 2(ql, pα × (V0[r

′
α] − V0[rα])pα)

(pα,
∂V α

∂q1
pα) = 2q0(i, pα × (V0[r

′
α] − V0[rα])pα)

+2(i, pα × (V0[r
′
α] + V0[rα]) × pα)ql)

(pα,
∂V α

∂q2
pα) = 2q0(j, pα × (V0[r

′
α] − V0[rα])pα)

+2(j, pα × (V0[r
′
α] + V0[rα]) × pα)ql)

(pα,
∂V α

∂q3
pα) = 2q0(k, pα × (V0[r

′
α] − V0[rα])pα)

+2(k, pα × (V0[r
′
α] + V0[rα]) × pα)ql) (27)

以上より式 (24)の (1/2)(q, ∂M/∂qκq)は次のようになる．

1

2
(q,

∂M

∂q0
q) = −q0a − (ql, b),

1

2
(q,

∂M

∂q1
q) = −q0(i, b) − (i, Cql)

1

2
(q,

∂M

∂q2
q) = −q0(j, b) − (j, Cql),

1

2
(q,

∂M

∂q3
q) = −q0(k, b) − (k, Cql) (28)

ただし，スカラ a, ベクトル b, 行列 C を次のように定義した．

a =

N∑
α=1

(pα, (V0[r
′
α] + V0[rα])pα), b = pα × (V0[r

′
α] − V0[rα])pα,

C =

N∑
α=1

pα × (V0[r
′
α] + V0[rα]) × pα (29)

以上より，(1/2)(q, ∂M/∂qκq), κ = 0, 1, 2, 3を成分とするベクトルは次のように書ける．

−


q0a + (ql, b)

q0(i, b) + (i, Cql)

q0(j, b) + (j, Cql)

q0(k, b) + (k, Cql)

 = −

(
q0a + (ql, b)

q0b + Cql

)
= −

(
a b>

b C

)
q = −Lq (30)

ただし，Lは次の 4 × 4行列である．

L =

N∑
α=1

(
(pα, (V0[r

′
α] + V0[rα])pα) (pα × (V0[r

′
α] − V0[rα])pα)>

pα × (V0[r
′
α] − V0[rα])pα pα × (V0[r

′
α] + V0[rα]) × pα

)
(31)

これを用いると，式 (20)はベクトルとして次のように書ける．

∇qJ = Mq − Lq (32)

5. FNS 法

式 (32)を 0とする q を計算するのに Chojnackiら2) の FNS法を用いると，次の手順と

なる．

( 1 ) 回転前の位置 rα と回転後の位置 r′
α から式 (16)の行列Xα を計算する．

( 2 ) 初期値 q = (q0, ql)
> を与える．

( 3 ) 式 (14)の行列 V α を計算する．

( 4 ) W α = V −1
α とし，式 (19)の行列M を計算する．

( 5 ) 式 (25)のベクトル pα を計算する．
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( 6 ) 式 (31)の行列 Lを計算する．

( 7 ) 固有値問題

(M − L)q′ = λq′ (33)

の最小固有値 λに対する単位固有ベクトル q′ を計算する．

( 8 ) q′ ≈ ±qなら q′ を返して終了する．そうでなければ q ← q′ と更新してステップ (3)

に戻る．

この FNS法を開始するには qの初期値が必要である．最も簡単なのはOhtaら22) のように

M 0 =

N∑
α=1

X>
α Xα (34)

の最小固有値に対する単位固有ベクトル q を用いることである．

6. 共分散行列の評価

前節の計算を行うには回転前後の位置 rα, r′
α の誤差分布を指定する正規化共分散行列

V0[rα], V0[r
′
α]を評価する必要がある．これはどういうセンサーで rα, r′

α を計測したかに

依存する．ここではステレオ視による場合を考える．固定した XY Z 世界座標を考え，カ

メラのレンズ中心を原点 O に置き，光軸を Z 軸に一致させ，画像座標の x, y 軸が X, Y

軸に平行になるように置いたものを「基準位置」とする．カメラを基準位置から R（回転

行列）だけ回転し，tだけ並進させ，焦点距離 f で撮影すると，空間の点 r が投影される点

(x, y)は次の関係を満たす5)．

x ' PX , x ≡

 x/f0

y/f0

1

 , X ≡

(
r

1

)
(35)

ただし 'は零でない定数倍を除いて等しいことを表す．f0 は計算の不安定を防ぐスケール

定数（単位は画素）であり，ほぼ画像サイズにとる．P は次の 3 × 4投影行列である．

P =

 f/f0 0 0

0 f/f0 0

0 0 1

(
R> −R>t

)
(36)

ただし，事前のカメラ校正により光軸点が原点となる画像座標系をとっている．そしてアス

ペクト比は 1で，画像歪はない（補正している）とする．

2台のカメラを用いるステレオ視を考え，第 1，第 2カメラをそれぞれ基準位置から R,

R′ だけ回転し，t, t′ だけ並進させ，焦点距離 f , f ′ で撮影するとする．それぞれのカメラ

の投影行列を P , P ′ とする．2画像間の対応点をベクトルで表したものを x, x′ とすると，

対応点抽出に誤差があるとこれらはエピ極線方程式を満たさない．そこでこれらがエピ極線

方程式を厳密に満たす位置 x̂, x̂′ に最適に補正する．これは幾何学的には各カメラの視点を

始点として画像面上のそれぞれの点を通る視線が空間の 1点で交わるように移動距離の二

乗和を最小にするように移動させることに相当する18)．そして補正した x̂, x̂′ から 3次元

位置 r̂ が一意的に定まる．その計算手順は文献 18)参照．

画像上の点 x, x′ の各座標の誤差は期待値 0，標準偏差 σ（画素）の独立な正規分布に従

うものとする．しかし，これらをエピ極線方程式を満たすように最適に補正した x̂, x̂′ の誤

差はもやは各座標ごとに独立ではなく，さらに x̂, x̂′ の誤差間に相関が生じる13),14)．その

結果，x̂, x̂′ の正規化共分散行列 V0[x̂], V0[x̂
′] と正規化相関行列 V0[x̂, x̂′], V0[x̂

′, x̂]が次

のようになる14),19) （P k ≡ diag(1, 1, 0)と定義する）．

V0[x̂] =
1

f2
0

(
P k − (P kF x̂′)(P kF x̂′)>

‖P kF x̂′‖2 + ‖P kF >x̂‖2

)
,

V0[x̂
′] =

1

f2
0

(
P k − (P kF >x̂)(P kF >x̂)>

‖P kF x̂′‖2 + ‖P kF >x̂‖2

)
,

V0[x̂, x̂′] =
1

f2
0

(
− (P kF x̂′)(P kF >x̂)>

‖P kF x̂′‖2 + ‖P kF >x̂‖2

) (
= V0[x̂

′, x̂]>
)

(37)

エピ極線方程式が成り立つように補正した x̂, x̂′ から定まる 3 次元点を X̂ とすると x̂ '
P X̂ , x̂′ ' P ′X̂ が満される．ゆえにベクトル x̂とベクトル P X̂ は平行であり，ベクトル

x̂′ とベクトル P ′X̂ も平行である．すなわち，次式が成り立つ．

x̂ × P X̂ = 0, x̂′ × P ′X̂ = 0 (38)

したがって，x̂, x̂′ に含まれる誤差を∆x̂, ∆x̂′ とし，X̂ に含まれる誤差を∆X̂ とすると，

第 1近似において次の関係が得られる．

∆x̂ × P X̂ + x̂ × P ∆X̂ = 0, ∆x̂′ × P ′X̂
′
+ x̂′ × P ′∆X̂ = 0 (39)

これらはまとめて次のように書ける．(
x̂ × P̃

x̂′ × P̃
′

)
∆r̂ =

(
(P X̂) × I O

O (P ′X̂) × I

)(
∆x̂

∆x̂′

)
(40)
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ただし，P̃ , P̃
′
はそれぞれ 3 × 4行列 P , P ′ の第 4列を除いた 3 × 3行列である．左辺の

行列の転置を両辺に掛けると次の関係式が得られる．(
(x̂ × P̃ )>(x̂ × P̃ ) + (x̂′ × P̃

′
)>(x̂′ × P̃

′
)
)
∆r̂

=
(

(x̂ × P̃ )>((P X̂) × I) (x̂′ × P̃
′
)>((P ′X̂) × I)

)(
∆x̂

∆x̂′

)
(41)

ここで次の関係式に注意する14)．

(x̂ × P̃ )>(x̂ × P̃ ) = P̃
>

(x̂ × I)>(x̂ × I)P̃ = ‖x̂‖2P̃
>

P N [x̂]P̃

(x̂′ × P̃
′
)>(x̂′ × P̃

′
) = P̃

′>
(x̂′ × I)>(x̂′ × I)P̃

′
= ‖x̂′‖2P̃

′>
P N [x̂′]P̃

′
(42)

ただし，次のように定義した．

P N [x̂] ≡ I −N [x̂]N [x̂]>, P N [x̂′] ≡ I −N [x̂′]N [x̂′]> (43)

同様に，次の関係が成り立つ．

(x̂ × P̃ )>((P X̂) × I) = P̃
>
(
(x̂, P X̂)I − (P X̂)x̂>

)
(x̂′ × P̃

′
)>((P ′X̂) × I) = P̃

′>
(
(x̂′, P ′X̂)I − (P ′X̂)x̂′>

)
(44)

これらを用いると，式 (41)は次のように書ける．

A∆r̂ = B

(
∆x̂

∆x̂′

)
, A ≡ ‖x̂‖2P̃

>
P N [x̂]P̃ + ‖x̂′‖2P̃

′>
P N [x̂′]P̃

′
,

B ≡
(

P̃
>
(
(x̂, P X̂)I − (P X̂)x̂>

)
P̃

′>
(
(x̂′, P ′X̂)I − (P ′X̂)x̂′>

) )
(45)

ゆえに次の関係が成り立つ．

∆r̂∆r̂> = A−1B

(
∆x̂∆x̂> ∆x̂∆x̂>

∆x̂′∆x̂> ∆x̂′∆x̂′>

)
B>(A−1)> (46)

両辺の期待値をとると，正規化共分散行列 V0[r̂]が次のよう求まる．

V0[r̂] = A−1B

(
V0[x̂] V0[x̂, x̂′]

V0[x̂
′, x̂] V0[x̂

′]

)
B>(A−1)> (47)

7. 実 験

図 2左のように曲面格子を原点を通るある回転軸の周りに 10度回転する．そしてステレ

オ視によって各格子点の回転前後 3次元位置を計測する．曲面格子はその中心の格子点が

回転前

回転後

図 2 左：回転する曲面格子ステレオ視による 3 次元計測と誤差楕円体．右：曲面格子の回転前後のステレオ画像の
シミュレーション．

世界座標の原点にあり，2台のカメラはそれを 10度で見込む位置に配置している．画像サ

イズは 500× 800画素，焦点距離は 600画素を想定している．各格子点を対応点とし，その

x, y 座標に期待値 0，標準偏差 σ 画素の正規乱数を加え，それぞれ文献 18)の方法で各格

子点の 3次元位置を最適に計算した．復元位置 r̂α, r̂′
α の正規化共分散行列 V0[r̂α], V0[r̂

′
α]

を前節の理論によって予測すると，誤差の分布範囲（誤差楕円体）は全点に対して平均し

て上下，左右，奥行き方向が 1.000 : 1.685 : 5.090，すなわち，奥行き方向の誤差が上下方

向の約 5倍となった．実際にいろいろの誤差を加えて実測するとこの比が 1.000 : 1.686 :

5.095 となり，理論的予測と非常に近い値になった．

次に，予測した正規化共分散行列 V0[r̂α], V0[r̂
′
α]を用いて復元した回転前後の 3次元位

置 r̂α, r̂′
α からその回転を計算した．そして，その四元数を q̂ とし，その真値を q̄ に対す

る誤差を次のように評価した．

∆q = P q̄ q̂, P q̄ ≡ I − q̄q̄> (48)

四元数は 4次元単位ベクトルであるから，q̂ は 4次元空間の 3次元球面 S3 上の q̄ の近傍に

分布する．単位ベクトルは伸縮しないから，誤差として関心があるのは q̄ に直交する成分

∆q である（図 3）．P q̄ は計算値 q̂ を真値 q̄ における S3 の接平面上への射影行列15) であ
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q

∆ q

q

O

図 3 計算した四元数ベクトル q̂ の真値 q̄ に
直交する成分 ∆q．

図 4 ステレオ画像に加えた誤差の標準偏差 σ に対する回転の計
算の RMS 誤差．点線は KCR 下界．1. 一様等方誤差を仮
定する 最適解法，2. くりこみ法，3. 提案手法．

る．そして，σ を固定して異なる誤差に対して 1000回試行し，RMS誤差を次のように評

価した．

E =

√√√√ 1

1000

1000∑
a=1

‖∆q(a)‖2 (49)

∆q(a) は a回目の試行の値である．精度の理論限界を示す「KCR下界」14),17) は次のよう

になる．

EKCR = σtr
( N∑

α=1

X̄
>
α W̄ αX̄α

)−
(50)

ただし，X̄α, W̄ α はそれぞれ Xα, W α の定義式において q, rα, r′
α をそれらの真値 q̄,

r̄α, r̄′
α に置き換えた値であり，( · )− は一般逆行列を表す．trは行列のトレースである．

図 4は横軸を σにとってRMS誤差Eをプロットしたものである．点線がKCR下界であ

る．プロット 1が一様等方誤差を仮定する最適解法（付録 A.1），プロット 2が Ohtaら22)

のくりこみ法（付録 A.2），プロット 3が提案手法である．これから，3次元データに関し

ては一様等方誤差を仮定する最適解法は精度が低いことが分かる．それに比較するとOhta

ら22) のくりこみ法は KCR下界に近い精度があり，ほぼ最適解を計算していることが確認

される．そして，提案手法ではわずかではあるが Ohtaら22) のくりこみ法よりもさらに精

度の高い解が得られることが分かる．

8. ま と め

本論文では二組の 3次元データ間の 3次元回転を最適に計算する新しい方法を示した．画

像上の点データと異なり，3 次元データはカメラやレンジファインダーなどの何らのセン

サーを用いて計測されるので，センサーのタイプ，位置，向きに依存して各 3次元点の誤差

分布は必然的に大きな不均一性と異方性をもつ．本論文では Ohtaら22) による 3次元回転

の四元数表現基づき，Chojnackiら2) の FNS法を用いて厳密な最尤推定解を得る手順を導

いた．例としてステレオ視によって復元した 3次元データを考え，ステレオ復元の誤差特性

を解析して 3次元回転を計算した．その結果，広く用いられている一様等方誤差を仮定する

最適解法は精度が低いことを示した．そして Ohtaら22) のくりこみ法は精度が高く，ほぼ

最適解を計算していることを確認するとともに，提案手法ではわずかではあるがさらに精度

の高い解が得られることを示した．
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付 録

A.1 一様等方誤差を仮定する最適解法
数学的に等価ないろいろな方法が知られているが1),6),7),12),23)，次の特異値分解による方法が最も

簡明である．

( 1 ) 回転前の位置 rα と回転後の位置 r′
α から次の相関行列を計算する．

N =
N
X

α=1

r′
αr>

α (51)

( 2 ) 相関行列N を次のように特異値分解する．

N = Udiag(σ1, σ2, σ3)V > (52)

U, V は直交行列であり，σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 (≥ 0) は特異値である．

( 3 ) 回転 Rを次のように計算する．

R = Udiag(1, 1, det(UV>))V > (53)

A.2 くりこみ法
Ohta ら22) のくりこみ法の手順は次のようになる．

( 1 ) 回転前に位置 rα と回転後の位置 r′
α から式 (16) の行列Xα を計算する．

( 2 ) 定数 c と 3 × 3 行列Wα を c = 0, Wα = I と置く．

( 3 ) 式 (19) の行列M を計算する．

( 4 ) スカラ n, ベクトル n, 3 × 3 行列N′ を次のように計算する．

n =
N
X

α=1

(Wα; V0[r′
α] + V0[rα]), n = 2

N
X

α=1

vec[A[Wα(V0[r′
α] − V0[rα])]]

N′ =

N
X

α=1

[Wα × (V0[r′
α] + V0[rα])] (54)

ただし，行列A = (Aij), B = (Bij)の内積を (A; B) =
P3

i,j=1 AijBij と定義する．記号A[ · ]
は反対称化作用素である（A[A] = (A−A>)/2）．反対称行列A = (Aij)（A> = −Aとなる行

列）に対して vec[ · ]はベクトル化作用素であり，vec[ · ] = (A32, A13, A21)> と定義する．そし

て，行列A = (Aij), B = (Bij)の外積 [A×B]を (ij)要素が
P3

k,l,m,n=1 εiklεjmnAkmBln

の行列と定義する．ただし εijk は置換符号であり，(ijk) が (123) の偶順列のとき 1，奇順列

のとき −1，その他（重複があるとき）0 であると定義する．

( 5 ) 次の 4 × 4 行列N を計算する．

N =

 

n n>

n N′

!

(55)

( 6 ) 固有値問題

(M − cN)q = λq (56)

を解き，最小固有値 λ に対する単位固有ベクトル q を計算する．

( 7 ) |λ| ≈ 0 なら q を返して終了する．そうでなければ c とWα を次のように更新してステップ

(3) に戻る．

c ← c +
λ

(q, Nq)

Wα ←
“

q2
0(V0[r′

α] + V0[rα]) − 2q0S[ql × (V0[r′
α] − V0[rα])]

+ql × (V0[r′
α] + V0[rα]) × ql

”−1

(57)
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