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自己校正法の最新レシピ

金谷 健一 森 昭延 菅谷 保之

岡山大学大学院自然科学研究科

未校正カメラで撮影した複数の画像間の特徴点の対応から線形計算の組合せで 3次元形状を代数的に計算する自己校正
法がいろいろ研究されてきたが，本稿ではそれらの中で決定版と思われる最新の方法を選んでその計算手順を詳細に述
べる．これは射影変換の不定性のある 3 次元形状を計算する「射影復元」と，それを正しい形状に変換する「ユーク
リッド化」の 2段階から成る．前者には「因子分解法」を用い，後者には「絶対 2級面束拘束条件」を適用する．そし
て，精度や計算の安定性を向上させる新しい工夫を加える．
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Various techniques have been studied in the past for algebraic camera self-calibration for reconstructing 3-D
shapes from feature point correspondences over multiple images taken by uncalibrated cameras, using only linear
computations. In this paper, we choose from among them the latest one that we regard as definitive and describe
its computational procedure in detail. It consists of two stages: “projective reconstruction” for computing a 3-D
shape up to projectivity and “Euclidean rectification” that transforms it to a correct shape. For the former, we
adopt the “factorization” approach; for the latter, we impose the “dual absolute quadric constraint”. We also
introduce new techniques for improving accuracy and computational stability.

1. まえがき

未校正カメラで撮影した複数の画像間の特徴点の

対応から 3次元形状を代数的に計算する自己校正法
は過去 10年間に著しい進歩を遂げた [5, 28]．

“代数的”というのはデータに誤差がないときに厳
密解が得られるという意味であり，データの誤差を

考慮した最適解を得るものではない．しかし，すべ

てが解析的公式と線形計算のみで実行でき，非線形

探索を必要としない．未知数より多くの式が成立す

れば単に最小二乗法（固有値問題に帰着する）を適

用する．

このような手法はこれまでにさまざまなものが提

案され，現在一段落したと思われるので，本稿では

考え方において決定版と思われる最新の方法を選び，

そのアルゴリズムをまとめる．

特に，これまでは高度な複素射影幾何学に基づい

て定式化され，難解な印象を与えていたが，本稿で

は計算の実体において複素射影幾何学はまったく必

要とせず，本稿に示す単純な線形計算の組み合わせ
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を行えば誰でも簡単に実行できることを示す．

計算は次の 2段階からなる．

1. 射影復元： カメラに関する何らの知識なしに 3
次元復元を行う．得られる形状は真の形状に何

らかの射影変換を施したものとなる．

2. ユークリッド化：カメラに関する最小限の知識
を用いて射影復元を正しい形状（ユークリッド

復元1）に変換する．

射影復元には，全フレームを同等に扱い，線形計算

を反復する因子分解法を採用する．歴史的にはまず

Christyらがアフィンカメラに対するTomasi-Kanade
の因子分解法 [9, 18, 23]を反復して透視効果を導入
する方法を考えた [2, 16]．Sturmらはエピ極線拘束
条件に基く直接的な方法を提案した [3, 22, 24, 29]．
これにはあらかじめフレーム間の基礎行列を計算す

る必要があったが，その後，基礎行列を用いずに直接

的な反復による方法が開発された [6, 14, 15, 26, 27]．

その結果，当初の “特異値分解による行列の因子

1画像のみからは絶対的なスケールが不定であり，厳密には「相
似復元」と呼ぶべきであるが，「ユークリッド復元」という用語が
定着している．



分解”という代数的な意味が薄れ，“高次元のデータ
に部分空間を当てはめる”という幾何学的な解釈が
本質となった2．本稿ではMahamudら [14]の方法を
採用する．

ユークリッド化には，カメラに関して最小の仮定

を置き，Triggsの絶対 2 級面束 （双対絶対 2次曲
面）拘束条件 [25]を適用する．これにも種々のバリ
エーションがあるが [7, 8, 19, 20, 21]，本稿ではカメ
ラの歪み角 0，アスペクト比 1を仮定し，Seoら [20]
の方法を採用する．そして，精度や計算の安定性を

向上させる新しい工夫を加える．

2. 射影復元

2.1 同次座標と投影行列

M フレーム上でN 個の特徴点を追跡したとする．

第 κ フレームでの第 α特徴点の位置を (xκα, yκα)と
し，これを次の 3次元ベクトルで表す (f0 は任意の

定数3)．

xκα =




xκα/f0

yκα/f0

1


 (1)

第 α特徴点の 3 次元位置を (Xα, Yα, Zα)とすると，
その第 κフレームへの投影は次のように表せる．

xκα = Z[Πκ




Xα

Yα

Zα

1




] (2)

ここにZ[ · ]は第 3成分を 1にする正規化を表す．Πκ

は第κフレームにおけるカメラの位置や向きや内部パ

ラメータ（焦点距離など）から定まる 3×4行列であ
り，投影行列 (またはカメラ行列)と呼ばれる [5, 28]．
しかし，正規化Z[ · ]があると解析が困難となるので，
式 (2)を次のように書く．

zκαxκα = ΠκXα (3)

ここに zκα は正規化定数であり，射影的奥行きと呼

ばれる．これを導入すると，Xαの第 4成分が 1であ
るという条件は考慮する必要がない．Xαを定数倍す

ることは射影的奥行き zκα を定数倍することと同じ
2Tomasi-Kanadeの因子分解法 [9, 18, 23]も同様であり，「因

子分解法」という名称は誤解を招きやすい．幾何学的な解釈は
[1, 12, 13] 参照．

3数値計算の安定化のためのスケールの調節であるが，f0 = 1
としても実際的な問題はないであろう．

だからである．そこで，定数倍しても成分間の比が同

じであれば同じ点を表すとみなす同次座標X1
α : X2

α :
X3

α : X4
α を導入し [11]，Xαはこれを成分とするベク

トルであるとする．実際の 3次元位置 (Xα, Yα, Zα)
次のように計算される．

Xα =
X1

α

X4
α

, Yα =
X2

α

X4
α

, Zα =
X3

α

X4
α

(4)

射影復元とはカメラの位置や向きや内部パラメー

タを一切無視し，式 (3)を満たす 何らかのΠκ, Xα

を求めることである．もちろん解は一意的ではない．

なぜなら，任意の 4× 4正則行列H を用いて

Π̃κ = ΠκH−1, X̃α = HXα (5)

としても Π̃κ, X̃αが式 (3) を満たすからである．式
(5)の第 2式は射影変換を表す [11]．これは，解に射
影変換H の不定性があることを意味する．その任意

の一つの解を求めることが射影復元である．

2.2 4次元部分空間の当てはめ

z1αx1α, z2αx2α, ..., zMαxMαを縦に並べてできる

3M 次元ベクトルを pαとし，Π1, Π2, ..., ΠM のそ

れぞれの第 i列を縦に並べてできる 3M 次元ベクト

ルを πi とすると，式 (3)は次のように書ける．

pα = X1
απ1 + X2

απ2 + X3
απ3 + X4

απ4 (6)

これは N 本のベクトル {pα}すべてが π1, π2, π3,
π4 の張る 4次元部分空間 Lに含まれることを意味
する．そこで射影的奥行き zκα に何らかの近似値を

仮定し4，{pα}の張る 4次元部分空間 Lを計算する．
その基底は 3M × 3M 行列

M =
N∑

α=1

pαp>α (7)

の大きい 4個の固有値に対する単位固有ベクトルu1,
u2, u3, u4 によって与えられる．ただし，式 (3) よ
り射影的奥行き zκαと同次座標Xαに任意の非零の

定数 cαを掛けてもよい．その結果，pαが cα倍され

る．この不定性を除くために pαを単位ベクトルに正

規化する．

仮定した射影的奥行き zκαが正しくなければ各 pα

が当てはめた部分空間 L に含まれるとは限らない．
そこで各 pα が L に近づくように zκα を調節する．

4zκα = 1とすればよい．これはアフィンカメラモデルを仮定
することに相当する．

200



{u1, u2, u3, u4}は部分空間 Lの正規直交系である
から，ベクトル pα を Lへ直交射影すると

p̂α =
4∑

i=1

(pα,ui)ui (8)

となる5．ゆえに pαから Lに下ろした垂線の長さは
次のようになる (‖pα‖2 = 1と正規化していることに
注意)．

√
‖pα‖2 − ‖p̂α‖2 =

√√√√1−
4∑

i=1

(pα, ui)2 (9)

したがって，pαを Lに近づけるには次の Jα を最大

にすればよい．

Jα =
4∑

i=1

(pα,ui)2 =
4∑

i=1

( M∑
κ=1

(zκαxκα, uiκ)
)2

=
M∑

κ,λ=1

( 4∑

i=1

(xκα, uiκ)(xλα, uiλ)
)
zκαzλα (10)

ただし，uiκは 3M次元ベクトルuiの第 3(κ−1)+1,
3(κ− 1) + 2, 3(κ− 1) + 3成分を第 1, 2, 3成分とす
る 3次元ベクトルである．
式 (10)を正規化条件

‖pα‖2 =
M∑

κ=1

z2
κα‖xκα‖2 = 1 (11)

のもとで最大化するために，新しい変数 ξκα を

ξκα = ‖xκα‖zκα (12)

と定義し，ξ1α, ξ2α, ..., ξMαを成分とするM 次元ベ

クトルを ξαとする．正規化条件 (11) は単に ‖ξα‖ =
1と書ける．式 (10)は次のように書ける．

Jα =
M∑

κ,λ=1

Aα
κλξκαξλα = (ξα, Aαξα) (13)

ただし，M ×M 行列 Aα = (Aκλ)を次のように定
義した．

Aα
κλ =

∑4
i=1(xκα,uiκ)(xλα, uiλ)

‖xκα‖ · ‖xλα‖ (14)

式 (13)はベクトル ξα の 2次形式であり，これを式
(11)のもとで最大にするには行列Aα の最大固有値

対する単位固有ベクトル ξα を求めればよい．ただ
5本論文ではベクトル a, b の内積を (a, b) と記す．

し，固有ベクトルには符号の不定性があるので，符

号を次のように選ぶ．
M∑

κ=1

ξκα ≥ 0 (15)

射影的奥行き zκα は式 (12)から求まる．

2.3 射影復元の手順

以上より，射影復元の次の手順が得られる．

入力: xκα, κ = 1, ..., M , α = 1, ..., N．

出力: Πκ, κ = 1, ..., M , Xα, α = 1, ..., N．

計算:

1. 射影的奥行きを zκα = 1と初期化する．
2. ベクトル pα を計算する．

3. pαを単位ベクトルに正規化し，式 (7)の行列M

を計算する

4. 行列M の大きい 4個の固有値に対する単位固
有ベクトル u1, u2, u3, u4 を計算する．

5. 次の計算を α = 1, ..., N に渡って計算する．

(a) 式 (14)によって計算した行列Aαの最大固

有値に対する単位ベクトル ξα を求め，符

号を式 (15)のように選ぶ．
(b) 得られた ξαから式 (12)により射影的奥行
き zκα を計算する．

(c) 得られた zκα を用いてベクトル pα を再計

算する．

6. ステップ 3に戻り，これを収束するまで反復する．
7. 収束したら，Xα を次のように計算する．

Xi
α = (pα, ui) (16)

8. 投影行列Πκ を次のように計算する．

Πκ =
(

u1κ u2κ u3κ u4κ

)
(17)

上記の反復は一種の EMアルゴリズムであり，収
束が保証されるが，EMアルゴリズムの特徴として
収束が非常に遅い．しかし，これを十分に収束させ

なければ次のステップのユークリッド化が精度よく

計算できない．実際に計算では有限長演算の誤差に

よってついには振動状態に陥るので，式 (13)の全特
徴点に渡る和

∑N
α=1 Jαがわずかでも減少するまで反

復を継続した．

3. 射影復元のユークリッド化

3.1 内部パラメータ行列

第 κフレームの光軸点を (uκ0, vκ0)とし，焦点距
離を fκ とすると，第 κフレームカメラの内部パラ
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メータ行列は次のように書ける [4, 28]．

Kκ =




fκ 0 u
κ0

0 fκ v
κ0

0 0 1


 (18)

ただし，歪み角 0，アスペクト比 1と仮定している．
また，焦点距離 f は式 (1)に用いた定数 f0を単位と

する尺度で測るものとする．このとき，式 (2)中に
現れる投影行列Πκ の真の値は次のように表せる．

Π̄κ = Kκ

(
Rκ tκ

)
(19)

ただし，Rκは第 κフレームおいてカメラ座標系に相

対的なワールド座標系の回転を表し，tκ はワールド

座標系の原点をカメラ座標系から見た位置である6．

上式からRκR>
κ = I（単位行列）に注意すると，次

の関係を得る (diag(a, b, ...)は a, b, ...を対角要素と
する対角行列)．

Π̄κdiag(1, 1, 1, 0)Π̄>
κ = KκK>

κ (20)

3.2 絶対 2級面束拘束条件

射影復元で得られる投影行列Πκは式 (19)の真の
投影行列 Π̄κ に等しいとは限らない．そこでΠκ を

次のように Π̄κ に変換する射影変換H を求める．

Π̄κ ' ΠκH (21)

ここに'は両辺が零でない定数倍の関係があること
を表す．このように書くのは，同次座標に作用する

射影変換の行列H は定数倍しても同じ変換を表し，

その絶対的なスケールに意味がないからである．式

(21)を式 (20) に代入すると次式を得る7．

ΠκΩΠ>
κ ' KκK>

κ (22)

ただし，次のように置いた．

Ω ≡ Hdiag(1, 1, 1, 0)H> (23)

定義よりΩはランク 3の半正値対称行列である．
6多くの文献ではワールド座標系に相対的なカメラ座標の回転

をRκ，カメラ座標系の原点をワールド座標系から見た位置を tκ
としている．そのように {Rκ, tκ} を定義すると式 (19) の右辺
はKκ

(
R>κ −R>κ tκ

)
となる．

7射影幾何学では Ω が「絶対 2 級面束（双対絶対 2 次曲面）」
を表すと解釈され，ω∗κ = KκK>

κ と置くと，これが「絶対 2 次
曲線」の投影像に双対な「2 級線束」を表すと解釈される．この
ことから「絶対 2級面束拘束条件」という名称が生じたが，実際
に 3次元復元を行なうにはこのような射影幾何学的な解釈は必要
ではない．

3.3 Ωの計算

各フレーム κの焦点距離 fκと光軸点 (uκ0, vκ0)の
近似値が得られているとし，次の行列Qκを定義する．

Qκ = K−1
κ Πκ (24)

式 (22)から次の関係を得る．

QκΩQ>
κ ≈ (定数)× I (25)

ゆえにQκΩQ>
κ の (11)要素と (22) 要素はほぼ等し

く，(12), (23), (31)要素はほぼ 0に近い．具体的に
書くと次のようになる．

4∑

i,j=1

Qκ(1i)Qκ(1j)Ωij −
4∑

i,j=1

Qκ(2i)Qκ(2j)Ωij ≈ 0,

(26)
4∑

i,j=1

Qκ(1i)Qκ(2j)Ωij ≈ 0, (27)

4∑

i,j=1

Qκ(2i)Qκ(3j)Ωij ≈ 0, (28)

4∑

i,j=1

Qκ(3i)Qκ(1j)Ωij ≈ 0 (29)

ただしQκ, Ωの (ij)要素をそれぞれ Qκ(ij), Ωij と

書いた．式 (26)∼(29)を κ = 1, ..., M に対して連立

させて最小二乗法によって解けばΩ が定まる．ただ
し，Ωには定数倍の不定性があるので，‖Ω‖ = 1と
正規化する8．具体的には関数

K =
M∑

κ=1

Wκ

(
(式 (26)の左辺)2 + (式 (27)の左辺)2

+(式 (28)の左辺)2 + (式 (26)の左辺)2
)

=
4∑

i,j,k,l=1

AijklΩijΩkl (30)

を制約条件 ‖Ω‖ = 1のもとで最小にすればよい．た
だしWκ は第 κフレームのデータの重みであり，初

期にはすべて 1とする．また 3× 3× 3× 3テンソル
A = (Aijkl)を次のように定義した．

Aijkl =
M∑

κ=1

Wκ

(
Qκ(1i)Qκ(1j)Qκ(1k)Qκ(1l)

−Qκ(1i)Qκ(1j)Qκ(2k)Qκ(2l)

8n × n 行列 A = (Aij) のノルムを ‖A‖ =

√∑n

i,j=1
A2

ij

と定義する．
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−Qκ(2i)Qκ(2j)Qκ(1k)Qκ(1l)

+Qκ(2i)Qκ(2j)Qκ(2k)Qκ(2l)

+
1
4
(Qκ(1i)Qκ(2j)Qκ(1k)Qκ(2l)

+Qκ(2i)Qκ(1j)Qκ(1k)Qκ(2l)

+Qκ(1i)Qκ(2j)Qκ(2k)Qκ(1l)

+Qκ(2i)Qκ(1j)Qκ(2k)Qκ(1l))

+
1
4
(Qκ(2i)Qκ(3j)Qκ(2k)Qκ(3l)

+Qκ(3i)Qκ(2j)Qκ(2k)Qκ(3l)

+Qκ(2i)Qκ(3j)Qκ(3k)Qκ(2l)

+Qκ(3i)Qκ(2j)Qκ(3k)Qκ(2l))

+
1
4
(Qκ(3i)Qκ(1j)Qκ(3k)Qκ(1l)

+Qκ(1i)Qκ(3j)Qκ(3k)Qκ(1l)

+Qκ(3i)Qκ(1j)Qκ(1k)Qκ(3l)

+Qκ(1i)Qκ(3j)Qκ(1k)Qκ(3l))
)

(31)

式 (30)はΩの要素の正値 2次形式であり，これを最
小にする ‖Ω‖ = 1のΩを計算するには次の 10× 10
対称行列の最小固有値に対する単位固有ベクトルw

を計算すればよい [10]．




A1111 A1122 A1133 A1144

√
2A1112

A2211 A2222 A2233 A2244

√
2A2212

A3311 A3322 A3333 A3344

√
2A3312

A4411 A4422 A4433 A4444

√
2A4412√

2A1211

√
2A1222

√
2A1233

√
2A1244 2A1212√

2A1311

√
2A1322

√
2A1333

√
2A1344 2A1312√

2A1411

√
2A1422

√
2A1433

√
2A1444 2A1412√

2A2311

√
2A2322

√
2A2333

√
2A2344 2A2312√

2A2411

√
2A2422

√
2A2433

√
2A2444 2A2412√

2A3411

√
2A3422

√
2A3433

√
2A3444 2A3412

√
2A1113

√
2A1114

√
2A1123

√
2A1124

√
2A1134√

2A2213

√
2A2214

√
2A2223

√
2A2224

√
2A2234√

2A3313

√
2A3314

√
2A3323

√
2A3324

√
2A3334√

2A4413

√
2A4414

√
2A4423

√
2A4424

√
2A4434

2A1213 2A1214 2A1223 2A1224 2A1234

2A1313 2A1314 2A1323 2A1324 2A1334

2A1413 2A1414 2A1423 2A1424 2A1434

2A2313 2A2314 2A2323 2A2324 2A2334

2A2413 2A2414 2A2423 2A2424 2A2434

2A3413 2A3414 2A3423 2A3424 2A3434




(32)

そして，得られた 10次元ベクトル wを次のように

変換する．

Ω =




w1 w5/
√

2 w6/
√

2 w7/
√

2
w5/

√
2 w2 w8/

√
2 w9/

√
2

w6/
√

2 w8/
√

2 w3 w10/
√

2
w7/

√
2 w9/

√
2 w10/

√
2 w4




(33)
ただし，固有ベクトルwは符号が未定である．さら

に行列Ωはランク 3 の半正値対称行列でなければな
らない．そこで式 (33)の Ωの固有値を σ1 ≥ σ2 ≥
σ3 ≥ σ4 とし，対応する 4次元単位固有ベクトルを
u1, u2, u3, u4とする．そしてΩを次のように再定

義する．

Ω =

{
σ1u1u

>
1 + σ2u2u

>
2 + σ3u3u

>
3 σ3 > 0

−σ4u4u
>
4 − σ3u3u

>
3 − σ2u2u

>
2 σ2 < 0

(34)
式 (26)∼(29) よりすべての κ = 1, ..., M に対して

4M 個の式が得られ，未知数は Ωの 10個（対称行
列だから対角要素を含めた上三角部分のみ）である．

これを ‖Ω‖ = 1と正規化するから，解が一意的に求
まるためには 4M + 1 ≥ 10でなければならない．し
たがってM ≥ 3枚以上の画像が必要である．

3.4 内部パラメータ行列Kκ の更新

得られた Ωを用いて計算した式 (25)の左辺を次
のように置く．

QκΩQ>
κ =




cκ(11) cκ(12) cκ(13)

cκ(21) cκ(22) cκ(23)

cκ(31) cκ(32) cκ(33)


 (35)

これが単位行列の定数倍になっていなければ，

δKκ =




δfκ 0 δuκ0

0 δfκ δvκ0

0 0 1


 , Kκ ← δKκKκ

(36)
の形の内部パラメータ行列Kκの補正を考え，式 (35)
が δKκδK>

κ の定数倍で近似されるように δKκを定

める．δKκδK>
κ と式 (35)を比較すると，焦点距離

と光軸点の補正量 δfκ, (δuκ0, δvκ0)が次のように定
まる9．

δuκ0 =
cκ(13)

cκ(33)
, δvκ0 =

cκ(23)

cκ(33)

9これはコレスキー分解と呼ばれる計算に対応している．ここ
では二つの対角要素が等しい形に制限している．δfκ は積による
補正，(δuκ0, δvκ0) は和による補正であり，理想的には δfκ = 1,
(δuκ0, δvκ0) = (0, 0) である．
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δfκ =

√
1
2

(cκ(11) + cκ(22)

cκ(33)
− δu2

κ0 − δv2
κ0

)
(37)

投影行列Πκ は定数倍を除いてしか定義されてい

ないので，式 (24)のQκにも定数倍の不定性がある．

そこで式 (35)がなるべく単位行列に近くなるように
Qκ を

√
cκ(33) で割る．

ただし，データの誤差が大きいときに式 (37)の根
号の中や cκ(33) が負になることもあり得る．その場

合はそのフレームに対する計算は行わない．また式

(35)と単位行列の定数倍との食い違いを評価し，そ
れに応じてそのフレームに対する重みWκ を調節す

る．そして反復の終了条件としては，誤差の大きい

フレームを除外するために，全フレームの食い違い

の評価量の合計ではなくメジアンを用いる．

3.5 射影変換行列のH の計算

Ω が式 (34) のように得られるから，任意の
ベクトル v を用いて σ3 > 0 のときは H =(√

σ1u1
√

σ2u2
√

σ3u3 v
)
とし，σ2 < 0のと

きはH =
(√−σ4u4

√−σ3u3
√−σ2u2 v

)
と

すれば式 (23)が満たされる．ベクトル vの不定性は

ワールド座標系の絶対的な位置が不定であることに

対応している．ただし，H は正則行列でなければな

らないから，vは第 1, 2, 3列と線形独立でなければ
ならない．そこで vとして第 1, 2, 3列と直交する単
位ベクトルを選ぶ．これにはΩの残った単位固有ベ

クトルをそのまま用いればよい．

3.6 ユークリッド化の計算手順

以上より，ユークリッド化を行なう射影変換H と

各カメラの内部パラメータ行列Kκ を並行して計算

する次の手順が得られる．

入力: • 各フレームの光軸点と焦点距離の近似値
(uκ0, vκ0), fκ, κ = 1, ..., M．

• 投影行列Πκ, κ = 1, ..., M．

出力: • 射影変換行列H

• 内部パラメータ行列Kκ, κ = 1, ..., M．

計算:

1. 次のように置く10 ．

Ĥ = I, K̂ = I, Ĵmed = ∞ (38)

2. Kκ を式 (18)のように定め，Wκ = 1, γκ = 1
と置く．

10Ĥ の I は 4 × 4 の単位行列，K̂ の I は 3 × 3 の単位行列
であり，∞ は十分大きい値を表す．

3. 次のようにQκ を定義する．

Qκ = γκK−1
κ Πκ (39)

4. 式 (31)のテンソル Aを計算する．
5. 式 (32)の 10× 10対称行列の最小固有値に対す
る 10次元単位固有ベクトルwを計算する．

6. 式 (33)によって仮のΩを計算する．
7. そのΩの固有値 σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ σ4と対応する

単位固有ベクトル u1, u2, u3, u4 を計算する．

8. 式 (34)によってΩを再計算する．
9. H を次のように計算する．

H =





(√
σ1u1

√
σ2u2

√
σ3u3 u4

)

σ3 > 0(√−σ4u4
√−σ3u3

√−σ2u2 u1

)

σ2 < 0
(40)

10. 次の計算を κ = 1, ..., M に渡って行う．

(a) 式 (35)によって cκ(ij)を計算し，次のよう

に置く．

Fκ =
cκ(11) + cκ(22)

cκ(33)
−

(cκ(13)

cκ(33)

)2

−
(cκ(23)

cκ(33)

)2

(41)
(b) cκ(33) > 0かつ Fκ > 0であれば式 (37)に
よって δuκ0, δvκ0, δfκを計算し，次のよう

に置く．

Jκ =
(cκ(11)

cκ(33)
− 1

)2

+
(cκ(22)

cκ(33)
− 1

)2

+2
c2
κ(12) + c2

κ(23) + c2
κ(31)

c2
κ(33)

(42)

そしてKκ, γκ を次のように更新する．

Kκ ← KκδKκ, γκ ← γκ√
cκ(33)

(43)

(c) そうでなければ Jκ = ∞と置く．
11. 次のメジアンを計算する．

Jmed = medM
κ=1Jk (44)

12. Jmed ≈ 0であればH, Kκ を返して終了する．

13. そうでなくても Jmed ≥ Ĵmed であれば Ĥ, K̂κ

をH, Kκ として返して終了する．

14. そうでなければ次のように更新して，ステップ
3に戻る．

Ĵmed ← Jmed, Ĥ ← H,

K̂κ ← Kκ, Wκ ← e−Jκ/Jmed (45)
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4. 3次元復元

4.1 ３次元位置と運動パラメータの計算

射影変換H が求まれば，正しい投影行列と 3次元
位置の同次座標が定数倍を除いて

Π̄κ = ΠκH, X̄α = H−1Xα (46)

と求まる．3次元位置 (Xα, Yα, Zα)は式 (4) から定
まる．

一方，内部パラメータ行列Kκ が求まれば，カメ

ラの運動パラメータRκ, tκ は

K−1
κ ΠκH '

(
Rκ tκ

)
(47)

から求まる．すなわちK−1
κ ΠκH の最初の 3列がす

べて単位ベクトルになるようにスケールを調節し11，

その 3列が作る行列の行列式が正になるように符号
を選ぶ．そうすればK−1

κ ΠκH の最初の 3列が作る
行列がRκ であり，第 4列が tκ となる．

ただし，データに誤差があると，このように計算

したRκ は各列が直交する厳密な回転行列であると

は限らない．そこで Rκ の各列が厳密に直交するよ

うに最適に補正する．それには，よく知られている

ように

Rκ = Udiag(λ1, λ2, λ3)V > (48)

と特異値分解し，その特異値をすべて 1に置き換え
てRκ = UV > とすればよい [10]．

4.2 鏡像解の除去

このように復元した 3次元形状にはさらに鏡像の
不定性がある．これは 3次元復元が「各点の 3次元
位置はその投影像の定める視線上にある」という条

件のみに基いており，「カメラの前方にある」という

条件12を用いていないからである．したがって，真

の形状の鏡像がカメラの後方に復元される可能性が

ある．

これを判定するには各特徴点の３次元座標

(Xα, Yα, Zα)を各フレームのカメラ座標系から見た
位置に変換する必要がある．第 κフレームに対する

位置 (Xc
κα, Y c

κα, Zc
κα)は次のようになる．




Xc
κα

Y c
κα

Zc
κα


 = tκ + Rκ




Xα

Yα

Zα


 (49)

11誤差のある実際のデータはノルムの平均が 1となるようにス
ケールを定める．

12Hartley [4] はこれをカイラリティと呼んでいる．

そこで，復元した形状がカメラの前方にあるかどう

かの判定条件を次のように置く．

N∑
α=1

sgn(Zc
1α) > 0 (50)

符号関数13sgn(x)を用いるのは，単に
∑N

α=1 Zc
1α >

0とすると，一つの頂点でも誤差のためにZc
1α ≈ −∞

となると判定が反転する恐れがあるからである14．式

(50)が満たされなければ，tκ, Xα, Yα, Zαの符号を

すべて反転させる．

5. まとめ

本稿では未校正カメラで撮影した複数の画像間の

特徴点の対応から代数的に 3 次元形状を計算する自
己校正法のアルゴリズムとして決定版と思われる最

新の方法を選び，その計算手順を詳細に述べた．こ

れは射影変換の不定性のある 3 次元形状を計算する
「射影復元」と，それを正しい形状に変換する「ユー

クリッド化」の 2段階から成る．前者にはMahamud
ら [14]の方法を用い，後者には Seoら [20]の方法を
用い，精度や計算の安定性を向上させる新しい工夫

を加えた．

本稿に示した射影復元は記法や記述が原著論文 [14]
とは異なっているが，本質的には同一である．一方，

ユークリッド化はかなりの工夫を加えた．まず Seo
らは光軸点 (uκ0, vκ0)のみを補正して式 (35)が対角
行列に近づくように反復しているが（その結果，そ

の対角要素から焦点距離が得られる），本稿では焦

点距離 fκ も補正して式 (35)を単位行列の定数倍に
近づけた．

また Seo らは光軸点 (uκ0, vκ0) の補正量 (δuκ0,
δvκ0) がある微少量（例えば 0.2 画素）になるまで
反復を行っているが，我々の実験によると，データ

の誤差が大きいと補正量 (δuκ0, δvκ0)が設定したし
きい値以下にならないことがあった．しかし，到達

できる程度はデータによって異なるので，一律なし

きい値が設定できない．そこで我々は式 (35)と単位
行列の定数倍との食い違いを評価値として，これを

収束条件に用いた．

さらに，各フレームの精度の差を反映する重みWκ

を導入し，その食い違いの評価値に応じて各フレー
13sgn(x)は x > 0, x = 0, x < 0に応じてそれぞれ 1, 0 , −1
を返す関数である．

14本来はすべての時刻でカメラの前方にあるように，例えば∑M

κ=1

∑N

α=1
sgn(Zc

κα) > 0 とするべきであるが，実際問題で
は第１カメラのみを考えれば十分であろう．
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ムを重みづけした．そして，仮定に矛盾するデータ

を含むフレームはWκ = 0とした．さらに，収束の
判定は全フレームに対する評価値の和ではなく，メ

ジアンを用いた．このような工夫により，どんなに

誤差があるデータでも計算が破綻せずに収束させる

ことができた．

本稿の方法は誤差に対する最適化を考慮しない代

数的な計算法である．誤差のあるデータに対してど

の程度の精度があるかについては，シミュレーショ

ン画像や実ビデオ画像を用いて次報 [17]で報告する．
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