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運動物体分離のためのカメラモデルの自動選択

菅谷 保之 金谷 健一

岡山大学工学部情報工学科

{sugaya,kanatani}@suri.it.okayama-u.ac.jp

移動カメラで撮影したビデオ画像上で特徴点を追跡して得た軌跡データからシーン中の背景や移動物体を分離する各種
のアルゴリズムが提案されているが，その性能は仮定したカメラモデルの妥当性に依存する．本論文では幾何学的AIC
を用いて最も適したモデルを自動的に選択する方法を提案する．そして実シーンのビデオ画像を用いて，選ばれたモデ
ルに基づく分離を行えば分離の精度が向上することを確認する．また，特徴点の軌跡データを選択したモデルに対応す
る部分空間に射影することによって，それらをフレーム数に無関係な低次元ベクトルに変換できることを示す．これは
長いビデオ系列に対する計算時間の削減に極めて有効である．
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Automatic camera model selection for multibody motion segmentation
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We study the problem of segmenting independently moving objects from moving backgrounds in a video sequence
by tracking feature points over consecutive frames. Several algorithms exist for classifying the trajectories of the
feature points into independent motions, but the performance depends on the validity of the underlying camera
imaging model. In this paper, we present a scheme for automatically selecting the best model by using the
geometric AIC. Using video images of real scenes, we confirm that the segmentation accuracy is indeed improved
by the use of the alogorithm based on the selected model. We also show that we can compress the trajectory
data into low-dimensional vectors, independently of the frame number, by projecting them onto the subspace
associated with the selected model. This is very effective for reducing the computation time for a long video
sequence.
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1. まえがき

ビデオ画像からシーン中を移動する物体が存在す
るかどうかを判定し，存在すればそれを背景から分
離することは多くのビデオ画像処理の基礎である．カ
メラが静止している場合には背景差分やフレーム間
差分に基づく各種の手法が開発されているが，移動
する偵察車両からの撮影のようにカメラ自身が移動
する場合は，移動する背景から独立に運動する物体
を検出する必要があり，処理が極めて困難となる．

これに対してオプティカルフローや色やテクス
チャなどに基づく多くの手法が研究されているが，
Costeira・Kanade [1]は特徴点の軌跡の分類をその
画像座標の履歴から計算されるある行列の要素の非
零判定に帰着させた．その後，これをもとに種々の
応用や改良が研究された [2, 5, 9, 13, 14, 17]．例えば

Gear [2]は行列のある標準形を用いてグラフのマッ
チングに帰着させた．市村・富田 [5]は行列のQR分
解を用い，市村 [4]は大津の判別規準 [18]を適用し
た．井上・浦浜 [9]はファジクラスタリングを用いた．

黒澤・金谷 [13, 14]は Costeira-Kanadeの方法が
「アフィンカメラのもとでは剛体運動する物体上の特
徴点の画像上の運動履歴がある 4 次元部分空間に拘
束される」という事実の帰結であること指摘し，幾
何学的AICによるモデル選択 [11]と最小メジアン法
によるロバスト推定を組み合わせた「部分空間分離
法」[13]および「アフィン空間分離法」[14]と呼ぶ分
離手法を示した．牧ら [16, 15]はこの考え方を同じ
数学的構造を持つ運動物体の照度変化の解析に適用
している．

運動物体の分離において物体個数の推定は困難な



問題であり，ほとんどの研究では発見的なしきい値
処理が用いられている．黒澤・金谷 [13, 14]の方法で
は物体の個数を既知としているが，幾何学的 AICお
よび幾何学的MDLを用いたモデル選択による推定
も試みられている [12]．
特徴点の追跡には Kanade-Lucas-Tomasi の方法

[21]がよく用いられるが，誤った追跡を防ぐために市
村ら [6, 7, 8]は特徴点追跡の改良や特徴点軌跡の非
線形フィルタリングを試みている．Huynhら [3]や
菅谷・金谷 [20]は特徴点軌跡に適切な部分空間を当
てはめることによって誤まった追跡を除く方法を示
している．
本論文では物体の個数が与えられ，誤った追跡も除
去されているという条件のもとで黒澤・金谷 [13, 14]の
分離方法の性能をさらに向上させる手法を提案する．
黒澤・金谷 [13, 14]によれば，同じ物体に属する
特徴点の軌跡は 4次元部分空間に含まれるだけでな
く，その中のより狭い 3次元アフィン空間に含まれ
る．また物体が画像内を２次元的に移動するとさら
に狭い 3次元部分空間および 2次元アフィン空間に
含まれる．理論上は強い拘束を利用するほど分離の
性能が向上するはずであるが，実際には画像の誤差
やカメラのモデル化の誤差のために必ずしもそうで
ないことが指摘されている [14]．
そこで本論文ではどの空間を用いるのがよいかを

幾何学的AICによるモデル選択で判定する試みを示
す．そして実シーンのビデオ画像を用いて，選択さ
れた空間に基づく分離を行えば精度が実際に向上す
ることを確認する．さらに，選ばれた空間にデータ
を射影することによってデータの次元が削減できる
ことを示す．この結果，計算コストはビデオフレー
ム数に無関係に特徴点数にのみ依存し，長いビデオ
系列に対する計算速度が著しく向上する．
以下，提案手法の基本原理を述べ，ビデオ画像を
用いた実験によりその有効性を示す．

2. 特徴点の軌跡
N 個の特徴点 {pα}をM 枚の画像に渡って追跡し，
第 κ画像における pα の画像座標を (xκα, yκα), κ =
1, ..., M , α = 1, ..., N とする．そして α番目の特徴
点の運動履歴を次の 2M 次元ベクトルで表す．

pα = (x1α y1α x2α y2α · · · xMα yMα)> (1)

これによって各特徴点の軌跡を 2M 次元空間の１点
と同一視できる．
シーン中の物体に任意の３次元物体座標系を固定
し，特徴点 pαのその物体座標系に関する３次元座標

を (aα, bα, cα)とする．時刻 κでの３次元物体座標系
の原点の位置と各座標軸の３次元基底ベクトルをそ
れぞれ tκ, {iκ, jκ,kκ}とすると，特徴点 pα の時刻
κにおける３次元位置 rκα は次式で表せる．

rκα = tκ + aαiκ + bαjκ + cαkκ (2)

平行投影や弱透視投影，疑似透視投影を一般化し
たアフィンカメラ [10]のもとでは，３次元点 rκαは
画像上の次の２次元位置に投影される．

(
xκα

yκα

)
= Aκrκα + bκ (3)

ただしAκ, bκはそれぞれ時刻 κでのカメラの位置や
内部パラメータによって定まる 2×3行列および 2次
元ベクトルである [14]．式 (2)を代入すると，式 (3)
は次のように書ける．
(

xκα

yκα

)
= m̃0κ + aαm̃1κ + bαm̃2κ + cαm̃3κ (4)

m̃0κ, m̃1κ, m̃2κ, m̃3κ は時刻 κでのカメラの位置や
内部パラメータで決まる 2次元ベクトルである．こ
れを κ = 1, · · · ,M に渡って式 (1)のように縦に並べ
ると，特徴点の軌跡を表す 2M 次元ベクトル pα は
次のように書ける．

pα = m0 + aαm1 + bαm2 + cαm3 (5)

mi, i = 0, 1, 2, 3は m̃iκ を κ = 1, · · · ,M に渡って
縦に並べた 2M 次元ベクトルである．

3. 運動観測のカメラモデル
式 (5)は，同一の剛体運動をする特徴点 pαの軌跡
が 2M 次元空間中の {m0, m1, m2, m3}の張る「４
次元部分空間」に含まれることを意味する．ゆえに，
観測した特徴点を異なる剛体物体の運動に分離する
には，それらの軌跡データ {pα}を互いに異なる 4次
元部分空間に分類すればよい．これが部分空間分離
法 [13]の原理である．
しかし，式 (5)をよく見ると，m0の係数はすべて
の αに共通に 1である．したがって pαは {m0, m1,
m2, m3}の張る 4次元部間内のある「３次元アフィ
ン空間」に含まれる．ゆえに特徴点の運動を分離す
るには軌跡データ {pα}を互いに異なる３次元アフィ
ン空間に分類すればよい．これがアフィン空間分離
法 [14]の原理である．
理論的にはより強いアフィン空間の拘束条件を用

いるほうがよい分離ができるはずであるが，式 (5)は
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アフィンカメラモデルに基づいている．実際のカメ
ラは透視投影であり，これをアフィンカメラで近似
するモデル化誤差はアフィン空間分離法のほうが大
きい．一般に，用いる拘束条件が強いほどモデル化
誤差の影響が大きくなり，拘束条件が弱いほどモデ
ル化誤差にロバストになる．黒澤・金谷 [14]によれ
ば，部分空間分離法とアフィン空間分離法のどちら
がよいかはカメラのモデル化誤差と特徴点軌跡の誤
差とのバランスで定まり，透視効果が強く特徴点軌
跡の精度が高い場合は部分空間分離法が，透視効果
が弱く特徴点軌跡の精度が低い場合はアフィン空間
分離法がそれぞれ適している．しかし，撮影したビ
デオ画像がどちらに属するかは事前には未知である．

一方，物体が２次元的な運動する場合，すなわち
画像内での並進や拡大縮小や画像に垂直な軸の周り
に回転する場合はm1, m2, m3の一つを恒等的に 0
にとってよいから，pαはある３次元部分空間に含ま
れる．しかしm0の係数が恒等的に 1であるから，さ
らにその中の２次元アフィン空間に含まれる．ゆえ
に２次元的運動する物体の運動を分離するには，軌
跡データ {pα}を互いに異なる３次元部分空間ある
いは２次元アフィン空間に分類すればよい．しかし，
物体の運動が 2次元的かどうか，およびアフィンモ
デルが適しているかどうかは事前には未知である．

以上の考察から，撮影したビデオ画像に対してど
の空間 (以下カメラモデルと呼ぶ)を仮定するのがよ
いかを判定できれば，そのモデルに基づく分離を行う
ことによって分離の精度が向上すると期待される．本
論文ではこれを幾何学的 AICによるモデル選択 [11]
を適用し，その効果を確認する．

4. カメラモデルの選択
シーン中を１個の物体が運動すれば，独立な運動
は背景と移動物体の２種類であり，特徴点軌跡を表
す 2M 次元ベクトルは 2M 次元空間の二つの４次元
部分空間または３次元アフィン空間に含まれる．し
たがって全特徴点の軌跡データ {pα}, α = 1, ..., N

はそれらを含む８次元部分空間 L8 または７次元ア
フィン空間 A7 に属す1．
さらに背景も移動物体も２次元的な運動をする場

合は，特徴点軌跡が二つの３次元部分空間または２
次元アフィン空間に属するから，全特徴点軌跡はそ
れらを含む６次元部分空間L6または５次元アフィン
空間 A5 に属す．

1n1 次元部分空間と n2 次元部分空間を含む最小の部分空間の
次元は n1 + n2 であるが，m1 次元アフィン空間と m2 次元ア
フィン空間を含む最小のアフィン空間の次元は m1 + m2 + 1 で
ある．

以上より次の包含関係をもつ４個のカメラモデル
が候補となる (←の右側が左側の部分集合)．

L6

↙ ↖L8 A5

↖ ↙A7

(6)

運動が m種類ある場合は L8, A7, L6, A5 がそれぞ
れ L4m, A4m−1, L3m, A3m−1となる (m = 2のとき
が上記の場合)．

5. 幾何学的AICのよるモデル選択
モデル選択の素朴な考えは，得られた特徴点軌跡
に各空間を当てはめ，残差 (データ点と当てはめた空
間との距離の二乗和)が最小となるモデルを選ぶこと
である．しかし，これでは自由度 (その空間を指定す
るためのパラメータの最小個数)が最も大きい空間の
残差が必ず最小になる．したがって残差と自由度の
バランスを考慮しなければならない．これを評価す
るのに幾何学的AIC[11]を用いる．これは次のよう
に計算される．以下 n = 2M と置く．

n次元空間の N 点 {pα}に d次元部分空間 Ld を
最適に (すなわち残差が最小になるように)当てはめ
たとき，その残差 JLd は，n× nモーメント行列

M =
N∑

α=1

pαp>α (7)

の固有値を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λnとすると次のように
計算できる [14]．

JLd =
n∑

i=d+1

λi (8)

このとき幾何学的 AICは次式で与えられる [11]．

G-AICLd = JLd + 2d(N + n− d)ε2 (9)

ただし εは各フレームの各特徴点の各座標に入る誤
差の標準偏差であり，ノイズレベルと呼ぶ [11]．

n次元空間のN 点 {pα}に d次元アフィン空間Ad

を最適に当てはめたとき，残差 JAd は，N 点 {pα}
の重心を pC とし，その周りの n×nモーメント行列

M ′ =
N∑

α=1

(pα − pC)(pα − pC)> (10)

の固有値を λ′1 ≥ λ′2 ≥ · · · ≥ λ′nとすると，次のよう
に計算できる [14]．

JAd =
n∑

i=d+1

λ′i (11)
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このとき幾何学的 AICは次式で与えられる [11]．

G-AICAd = JAd + 2
(
dN + (d + 1)(n− d)

)
ε2 (12)

各モデルに対して幾何学的 AICを計算し，それが最
も小さいものが最も妥当なモデルとみなす．

6. データの次元圧縮
運動物体の分離にはさまざまな行列演算が必要と
なる．特徴点軌跡のデータベクトルはM フレームに
対して n (= 2M)次元ベクトルであり，例えば 100
フレームを追跡すると 200次元ベクトルとなる．し
たがってフレーム数M が大きくなるほどデータの次
元が高くなり，それに伴って計算コストも増加する．
しかしデータベクトルはフレーム数M とは無関係
に，運動の個数mによって決まるある d次元部分空
間 Ldに含まれ，dはごく小さい値である．実際には
誤差のために厳密のその空間に含まれるとは限らな
いが，分離はその空間内で行われる．したがってす
べてのデータをその d次元部分空間Ldに射影し，空
間の座標変換を行って，最初の d本の基底ベクトル
がLdに含まれるようにすれば，すべてのデータがフ
レーム数M に無関係に d次元ベクトルで表される．
例えばm = 2の場合はすべてのデータが 8次元ベク
トルとなる．
このようにしてよい理由は，運動物体の分離が「部
分空間の分離」という関係のみに基づいているため
であり，全空間をどのように線形変換しても部分空
間の構造は不変であり，どの座標系で計算しても結
果が同じになるためである．
具体的には式 (7)の n × nモーメント行列の固有
値を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λnとし，対応する固有ベクト
ルの正規直交系を {u1, u2, ..., un}とするとき，各
n次元ベクトル pαを次の d次元ベクトル p̃αに置き
かえればよい ((pα, ui)は pα と ui の内積を表す)．

p̃α =




(pα,u1)
(pα,u2)

...
(pα, ud)




(13)

同様に考えれば，d次元アフィン空間Adが選ばれ
たとき，全空間にアフィン変換を施し，座標原点を
Ad上にとり，最初の d本の座標基底がAd内にある
ようにすれば，各データを d次元ベクトルで表せる
はずである．なぜなら「アフィン空間の分離」とい
う関係は全空間のアフィン変換に対して不変だから
である．しかし黒澤・金谷 [14]のアフィン空間分離

法はその計算過程で部分空間分離法を併用している
ので，アフィン変換によって部分空間の構造が変化
してしまう．したがって，黒澤・金谷 [14]のアフィ
ン空間分離法を使う限り，これはできない．
そこで d次元アフィン空間 Ad に対しては，それ
を含む d + 1次元部分空間 Ld+1 を用いてデータを
d + 1次元ベクトルに圧縮し，それをAdに射影した
ものをデータとする．具体的には d+1次元部分空間
Ld+1内で式 (10)の形の (d+1)× (d+1)モーメント
行列M ′ を計算し，その固有値を λ̃′1 ≥ λ̃′2 ≥ · · · ≥
λ̃′d，対応する固有ベクトルの正規直交系を {ũ′1, ũ′2,
..., ũ′d}とする．そして次の (d + 1)× (d + 1)次元射
影行列 P̃

′
d を計算する．

P̃
′
d =

d∑

i=1

ũ′iũ
′>
i (14)

これを用いて各 d + 1次元ベクトル p̃α を次の d + 1
次元ベクトル p̂′α に置き換える．

p̂′α = p̃C + P̃
′
d(p̃α − p̃C) (15)

なお，黒澤・金谷の部分空間分離法 [13]とアフィ
ン空間分離法 [14]の計算過程で幾何学的AICによる
モデル選択が行われ，そこで「余次元」が計算され
ているが，上記のようにデータを d次元部分空間 Ld

または d次元アフィン空間Adに射影した場合は，余
次元はもとの n次元空間ではなくその射影した空間
を基準にして計算する (詳細省略)．

7. 計算手順のまとめ
以上を組み合わせてビデオ画像から運動物体を分

離する手順をまとめると次のようになる．ただし運
動の個数mは既知とする．

1. Kanade-Lucas-Tomosiの方法 [21]によりビデオ
画像から特徴点の追跡を行う．

2. 菅谷・金谷の方法 [20]によって誤った追跡デー
タを除去する2．

3. 残った特徴点軌跡に対して 4m 次元部分空間
L4m，4m− 1 次元アフィン空間A4m−1，3m次
元部分空間 L3m，および 3m − 1次元アフィン
空間 A3m−1 を最適に当てはめ，幾何学的 AIC
が最小になるモデルを選択する．

4. 選択した空間にデータを射影して次元を圧縮す
る．

5. 圧縮したデータを用いて，選択したモデルに適
合する部分空間分離法 [13]またはアフィン空間
分離法 [14]により運動物体の分離を行う2．

2以下にプログラムを公開している．
http://www.suri.it.okayama-u.ac.jp/program.html
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モデル L8 A7 L6 A5

G-AIC 836.9 779.1 688.9 631.1

背景点の軌跡 物体点の軌跡

手法 Costeira-Kanade 市村 Shi-Malik L8 A7 L6 A5

正解率 (%) 85.3 92.6 86.8 75.0 86.0 97.7 100

図 1: 上段：入力ビデオ画像 (1, 8, 15, 22, 30フレーム)と追跡した特徴点 (136個)．中段：各モデルの幾何学的 AIC，
および選ばれたモデルによって分離した背景点の軌跡と物体点の軌跡．下段：各分離手法による分離の正解率．

8. 実ビデオ画像実験

実ビデオ画像を用いて前節のカメラモデルの選択
実験を実行した例を示す．

図 1の上段はカメラを移動しながら 30フレームに
渡って撮影したビデオ画像 (320 × 240画素)から５
フレームを抜き出したものである．画像中に最終フ
レームまで正しく追跡された 136個の特徴点を 2印
で示す．

この 136個の特徴点軌跡に対して 8次元部分空間
L8，7次元アフィン空間A7，6次元部分空間 L6，5
次元アフィン空間A5をそれぞれ最適に当てはめ，幾
何学的 AICを計算したものが中段左の表である．

式 (9), (12)の幾何学的 AICの計算にはノイズレ
ベル εが必要である．これは各特徴点の各フレーム
での位置の誤差が独立なら，最も一般のモデル L8を
当てはめ残差から推定できる [11]．しかし実際には
フレーム間の相関が強く，どのフレームでも正確に
追跡される明確な特徴点どのフレームでも多少の変
動を伴うあいまいな特徴点の二種類に分かれてしま
う [20]．このため通常の推定方法が適用できないの
で，ここでは経験値として ε = 0.5(画素)とし，以下
の実験例についてもこの値を用いた3．そして，この
εの値を 0.1から 1.0の範囲で変化させても選ばれる
モデルは変化しないことが確認された．

表からわかるように，この場合は 5次元アフィン
空間 A5 が選ばれる．この例は遠景をズームカメラ
で撮影したものであり，運動物体と背景の動きは画

3菅谷・金谷 [20]のアウトライア除去でもこの値が用いられて
いる．

像内での剛体運動に近いので，A5が選ばれたことは
妥当といえる．このモデルを仮定してアフィン空間
分離法で分離した背景点の軌跡と物体点の軌跡を中
段右に示す．

下段はそれ以外の方法で分離した結果の正解率 (=
正しく分離された特徴点数/ 全特徴点数)との比較で
ある．「Costeira-Kanade」はCosteira・Kanade [1]に
あるように，「作用行列」(付録 A)の行と列を絶対値
の大きいの要素がまとまるように入れ換えて近似的
にブロック対角行列に変換する方法である．「市村」
は市村 [4]に従って作用行列の各行に「大津の判別規
準」[18]を適用し，最も高い判別規準を与える行を用
いて分離したものである．「Shi-Malik」は特徴点を頂
点とする完全グラフを考え，作用行列の各要素の絶
対値を対応する枝の重みとし，Shi・Malik [19]の「正
規化カット最小化」(付録 B)によって分離したもの
である．井上・浦浜 [9]のファジクラスタリングも類
似の考え方によっている．L8, A7, L6, A5 はそれぞ
れのモデルに対応する部分空間分離法およびアフィ
ン空間分離法を表す．予想通り，A5のよるアフィン
空間分離法のみが完全に正しい分離を与えた．

図 2は別の例であり，17フレームに渡って 63個の
特徴点を追跡したものである．このシーンも遠景を
ズームカメラで撮影したものであり，運動物体と背
景の動きが画像内での剛体運動に近いので，モデル
として 5次元アフィン空間 A5 が選ばれている．そ
して，このモデルによる分離が他の手法に比べて最
もよい結果を与えている．

図 3は物体に近い位置から物体を回り込みように
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モデル L8 A7 L6 A5

G-AIC 434.6 413.6 398.7 379.8

背景点の軌跡 物体点の軌跡

手法 Costeira-Kanade 市村 Shi-Malik L8 A7 L6 A5

正解率 (%) 57.1 57.1 57.1 92.0 61.9 61.9 100

図 2: 上段：入力ビデオ画像 (1, 5, 9, 13, 17フレーム)と追跡した特徴点 (63個)．中段：各モデルの幾何学的 AIC，お
よび選ばれたモデルによって分離した背景点の軌跡と物体点の軌跡．下段：各分離手法による分離の正解率．

表 1: 実行時間の比較

図 1 図 2 図 3

フレーム数 30 17 100

特徴点数 136 63 73

実行時間 (秒) 373 5 12

短縮率 (%) 94.7 71.4 15.2

カメラを移動して 100 フレームを撮影し，73個の特
徴点を追跡したものである．この場合は 8次元部分
空間L8が選ばれている．これは物体を近距離から撮
影したことにより透視効果が強くなったためと考え
られる．そしてこのモデルに基づく部分空間分離法
によって最もよい分離結果が得られている．
データの次元の圧縮による計算コストの変化を調
べたものが表 1である．ここでは図 1, 2, 3の例にお
いて，選択されたモデルにかかわらず共通にデータを
8次元ベクトルに変換して実行時間を比較した．「短
縮率 (%)」は (次元の圧縮した場合の実行時間)/(次
元を圧縮をしなかった場合の実行時間)を%で表示し
たものである．
図 1ではフレーム数はあまり多くないが特徴点数
が非常に多いので短縮率は 94.7%に留まっている．そ
れに対して特徴点の少ない図 2では 71.4%となり，フ
レーム数の多い図 3で 15.2%もの短縮になっている．
このようにフレーム数が多いほど次元の圧縮の効果
が顕著に現れ，実行時間はほぼ特徴点数N のみに依
存する．このN への依存を厳密に解析するのは困難
であるが，表 1のデータからはO(N5)ないしO(N6)
と予想される．

9. まとめ

移動カメラで撮影したビデオ画像上で特徴点を追
跡して得た軌跡データからシーン中の背景や移動物
体を分離する問題に対して，複数のカメラモデルを
候補とし，幾何学的AICを用いて最も適したモデル
を自動的に選択する方法を提案した．そして実シー
ンのビデオ画像を用いて，選ばれたモデルに基づく
分離を行えば分離の精度が向上することを確認した．

また特徴点の軌跡データを得られたカメラモデル
に対応する部分空間に射影すれば，それらをフレー
ム数に無関係な低次元ベクトルに変換できることを
示した．これは長いビデオ系列に対する計算時間の
削減に極めて有効である．
謝辞: 実験に協力して頂いた岡山大学大学院生の譲田賢治
氏に感謝する．本研究の一部は文部科学省科学研究費基盤
研究Ｃ (2) (No. 13680432)，テレコム先端技術研究支援
センター，栢森情報科学振興財団の助成によった．
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付録A: 作用行列

n次元空間Rn の N (> n)点 {pα}, α = 1, ..., N

がm個の独立な r次元部分空間 Lr
i , i = 1, ..., m内

に拘束されているとする．各 Lr
i には r個以上の点が

含まれているとし，d = rmと置く．

N ×N 計量行列

Gαβ = (pα, pβ) (16)

の固有値を λ1 ≥ · · · ≥ λN，対応する固有ベクトルの
正規直交系を {v1, ..., vN}とするとき，次のN×N行
列を作用行列と呼ぶ．

Q =
d∑

i=1

viv
>
i (17)

【定理】 点 pα, pβ が異なる部分空間に属せば Qの
(αβ)要素 Qαβ が 0となる．

Qαβ = 0, pα ∈ Lr
i , pβ ∈ Lr

j , i 6= j (18)

これは Costeira・Kanade [1]の結果を一般化した
ものであり，次の事実に基づいて証明できる [13]．n

次元空間 Rn の N (> n) 点は線形従属であるから∑N
α=1 cαpα = 0となるすべてが 0ではない係数 {cα}

が無数に存在する．しかし {pα}が L1 ⊕ L2 = Rn

であるような二つの部分空間 L1, L2 に分離されて
いれば (⊕は直和)，そのような係数 {cα}はすべて

7



∑
pα∈L1

cαpα = 0となるものと
∑

pα∈L2
cαpα = 0

となるものとから生成される (完全な証明は [13])．

計量行列Gの固有値を計算するのに式 (7)のN×N

モーメント行列

M =
N∑

α=1

pαp>α (19)

の固有値 λ1 ≥ · · · ≥ λN と対応する固有ベクトルの
正規直交系 {vu, ..., uN} を計算してもよい．G と
M は同じランクの半正値対称行列であり，0でない
固有値は等しく，0でない固有値 λiに対応する単位
固有ベクトルは次のように互いに変換される (viαは
vi の第 α成分)．

vi =
1√
λi




(p1, ui)
...

(pN ,ui)


 , ui =

1√
λi

N∑
α=1

viαpα

(20)

あるいは n×N 観測行列

W =
(

p1 · · · pN

)
(21)

を次のように特異値分解4してもよい (diag( · · · ) は
· · ·を対角要素とする対角行列)．

W = Un×ndiag(σ1, σ2, ..., σn)V >
N×n (22)

この σ2
1 , ..., σ2

nが λ1, ..., λnに等しく，V N×n, Un×n

がそれぞれ v1, ..., vnおよび u1, ..., uN を列とする
N × nおよび n× n行列となっている．N , nの大き
さに応じて最も効率的な計算法を選べばよい5．

付録B: Shi-Maklikの正規化カット最小化

重みつき無向グラフのN 個の頂点を二つのグルー
プ A, B に分類する問題を考える．辺の重みを頂点
間の類似度とみなし，グループ内の頂点の類似度は
大きく，グループ間の頂点の類似度は小さくなるよ
うに分割したいとする．

頂点α, βを結ぶ辺の重みをWαβとし，頂点αから
出ている辺の重みの総和を dα (=

∑N
β=1 Wαβ)とす

る．頂点 αがグループAに属すとき xα = 1，グルー
プBに属すとき xα = −1とするとき，Shi-Malikの
方法 [19]は次の正規化カットを最小にするように分

4これが Costeira・Kanade [1] の示した形であるが，証明が
理解しにくい．理論的には計量行列 G で考えて，特異値分解は
「数値計算の手段」とみなすのがよいと思われる．

5よく設計されたライブラリツールなら特異値分解が最も効率
的なはずだが，インプレメントの仕方にもよる．

割するものである．

Ncut =

∑
xα=1,xβ=−1

Wαβ

∑
xκ=1

dκ

+

∑
xα=−1,xβ=1

Wαβ

∑
xκ=−1

dκ

(23)

グループ間の類似度を小さくするにはグループ間
の辺の重みの総和 (これをカットと呼ぶ)を最小にす
ればよいが，出ている辺の重みの小さい一つの頂点
のみが一つのグループとして分割されるなど，分割
のバランスが不自然になる．式 (23)はグループ間の
類似度は小さく，かつ各グループ内の類似度は大き
くなるようにカットを正規化したものである．

Shi・Malik [19]はこの正規化カットが次の計算に
よって最小化できることを示した．

1. 次のように N ×N 対角行列Dを定義する．

D = diag(d1, ..., dN ) (24)

2. Wαβ を (αβ)要素とする N ×N をW とする．
3. 次の一般固有値問題の 2 番目に小さい一般固
有値 λに対する N 次元一般固有ベクトル y =
(y1, ..., yN )> を計算する．

(D −W )y = λDy (25)

4. y1, ..., yN の最大値を ymax，最小値を ymin と
し，区間 [ymin, ymax]を適当に等分割する．そし
て各分点 y∗ に対して yα > y∗ なら xα = 1, yα

≤ y∗ なら xα = −1とする．これをすべての分
点 y∗ について調べて，式 (23)の正規化カット
が最小になる y∗ を定める．

5. 定めた y∗によってベクトル y = (y1, ..., yN )>の
各要素を±1に２値化したN 次元ベクトル x =
(x1, ..., xN )> を返す．

上記のステップ３の計算は，

D−1/2 = diag(
1√
d1

, ...,
1√
dN

) (26)

と置き，N ×N 対称行列

A = D−1/2(D −W )D−1/2 (27)

の 2番目に小さい固有値に対するN 次元単位固有ベ
クトル zを計算し，これに対して

D1/2 = diag(
√

d1, ...,
√

dN ) (28)

を掛けた次の N 次元ベクトル yを返せばよい．

y = D1/2z (29)
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