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前報では、アフィンカメラのもとでは剛体運動が履歴空間の部分空間に対応することを利用して、複数画像間の対応点
を独立に移動する物体に分割する Costeira-Kanade法に次元補正法、幾何学的 AICによるモデル選択、最小メジアン
法等を適用して性能を向上させた。本報では、剛体運動はさらにその部分空間内のアフィン空間に対応することを利用
してアルゴリズムを強化する。そしてシミュレーション実験を行い、性能がさらに向上することを示すとともに、透視
効果の影響を評価する。
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In our previous report, we improved the Costeira-Kanade method for motion segmentation by incorpo-
rating such techniques as dimension correction, model selection by the geometric AIC, and least-median
fitting. In this report, we strengthen the algorithm by exploiting the fact that a rigid motion in the scene
corresponds to an affine space with a smaller dimension. Doing numerical simulation, we demonstrate
that the accuracy improves further. We also study the effect of perspective distortion.
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1. 序論

前報 [8] では複数画像間の対応点を独立に移動す
る物体に分割するCosteira-Kanade法 [1]をTomasi-
Kanade [14]の「因子分解法」から切り離し、線形代
数の定理として「部分空間分離法」を定式化した。そ
して、種々の技法を導入してロバストなアルゴリズ
ムを構成した。

部分空間分離法は、アフィンカメラのもとではシー
ン中を剛体運動する各点の画像上の運動履歴がある
4 次元部分空間に拘束されるという事実に基く [8]。
しかし実際にはさらに強く、その 4次元部分空間内
の 3次元アフィン空間 (平面運動の場合は 2次元ア
フィン空間)に拘束されている。この事実はよく知ら
れていたが、これまではこの拘束は活用されていな
かった。

これは、Costeira-Kanade法が「作用行列」と呼ぶ
行列の要素の、誤差がないときの零・非零に基くもの
であり、それを支える線形代数の範囲内ではアフィ
ン拘束条件を活用する手段が存在しないからである。
この結果、Costeira-Kanade [1]やGear [2]の定式化
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やその各種の拡張や変形 [3, 4, 10]にもアフィン拘束
条件は利用されなかった。

部分空間分離法の出発点は Costeira-Kanade法と
等価であるから、この部分にはアフィン拘束条件は
利用できない。しかし、前報ではそれをより効果的
にするために次元補正法、幾何学的 AICによるモデ
ル選択等の手法、最小メジアン法によるロバスト当
てはめなどの手法を導入した。これらは作用行列で
はなく、“元々のデータ空間”の解析に基いているか
ら、この部分にアフィン拘束条件が適用できる。本
報ではこれによってアルゴリズムの性能が一層向上
することを実験的に検証するとともに、透視効果の
影響を評価する。前報と同様に本手法も、経験的に
調節すべきパラメータを何も含んでいない。

部分空間法は “部分空間に拘束された点を分離す
る”という弱い条件に基く手法であるため、運動物
体の分離だけでなく、複数光源の分離 [9]などの数学
的に同じ構造を持つ問題にも適用できる。このため
非常に一般性があるが、アフィン拘束は運動物体分
離に限って成立する性質であるから、本報の手法は
これに特化した手法である。

2. 運動物体の分離

静止したカメラ座標系を世界座標系と同一視し、
XY 面を画像面、Z 軸をカメラの光軸とみなす。あ
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る剛体に属する特徴点 pαの第 κ画像中の画像座標を
(xκα, yκα)とし、これを κ = 1, ..., M に渡って縦に
並べた 2M 次元ベクトル pα を次のように定義する。

pα =
(

x1α y1α x2α y2α · · · yMα

)>
(1)

物体に任意に物体座標系を固定し、α番目の特徴点
pαの物体座標系に関する座標を (aα, bα, cα)とする。
時刻 κでの物体座標系の原点の位置と各座標基底ベ
クトルをそれぞれ tκ、{iκ, jκ, kκ}とすると、特徴点
pαの時刻 κにおける位置 rκα は次のように書ける。

rκα = tκ + aαiκ + bαjκ + cαkκ (2)

平行投影を仮定し、ベクトル tκ, iκ, jκ, kκ の投影、
すなわち Z 座標を取り除いた 2次元ベクトルを κ =
1, ..., M に渡って縦に並べた 2M 次元ベクトルをそ
れぞれm0, m1, m2, m3とすると、式 (1)の 2M 次
元ベクトル pα が次のように表せる。

pα = m0 + aαm1 + bαm2 + cαm3 (3)

これから、各特徴点 pαの履歴が 2M 次元空間R2M

の 1点となり、N 個の点 {pα}がベクトル {m0, m1,
m2, m3}の張る 4次元部分空間 Lに含まれること
がわかる。しかしm0の係数はすべての αに共通に
1 であるから、{pα} はさらに L 内のある 3 次元ア
フィン空間Aに拘束されている。これは平行投影の
みならず、弱透視変換や疑似透視変換を含む一般の
アフィンカメラ [5]でも同様である (付録 A)。
以上より３次元運動をする複数物体を分離するに

は 2M 次元空間 R2M の点集合を互いに異なる 3次
元アフィン空間に分割すればよい。物体が画像面内
で２次元剛体運動をする場合は式 (3)でm3 が恒等
的に 0となるから、2M 次元空間R2M の点集合を互
いに異なる 2次元アフィン空間に分割すればよい。

3. 部分空間分離法

部分空間分離法をまとめると次のようになる。n次
元空間 Rn の N 点 pα, α = 1, ...., N が r次元部分
空間を張るとする。N ×N 計量行列G = (Gαβ)を
次のように定義する ((a, b)はベクトル a, bの内積)。

Gαβ = (pα, pβ) (4)

この固有値を λ1 ≥ · · · ≥ λN、対応する固有ベクトル
の正規直交系を {v1, ..., vN}とする。そしてN ×N

作用行列Q = (Qαβ)を次のように定義する。

Q =
r∑

i=1

viv
>
i (5)

添え字集合 I = {1, ..., N}を次のように m個の
部分集合に分割する。

I1 ∪ · · · ∪ Im = I, I1 ∩ · · · ∩ Im = ∅ (6)

そして第 i集合 {pα}, α ∈ Ii の張る部分空間を Li

とする。これらm個の部分空間 Li, i = 1, ..., mが
互いに線形独立であれば次の定理が成り立つ [8]。

【定 理 1】点 pα, pβ が異なる部分空間に属せばQ

の (αβ)要素は 0である。

Qαβ = 0, α ∈ Ii, β ∈ Ij , i 6= j (7)

4. 分離手法

前報 [8]と同様に、簡単のため 2個の物体が独立に
運動する場合を考えるが、3個以上の場合も容易に
拡張できる。
定理 1より |Qαβ |が大きい点 pα, pβ を同一部分

空間に併合し、行列Qの第 α, β行および第 α, β列
が連続するように行と列を入れ換えていけばQが最
終的に近似的なブロック対角行列になるというのが
Costeira-Kanade 法 [1]の考え方である。形式的に書
けば、第 i部分空間Liと第 j部分空間Ljの類似度を

sij =

{
0 Li = ∅または Lj = ∅
maxpα∈Li,pβ∈Lj |Qαβ | その他

(8)

と定義し、これが大きい二つの部分空間 (ブロック)
を一つに併合する操作を続けることになる。
しかしデータに誤差があると一つの特徴点の誤差
が Qの全部の要素に影響を与え、各 Qαβ はデータ
誤差の複雑な非線形関数となる。また本来零でない
Qαβ の値については何の情報も存在しない。このた
め誤差解析が困難で、最適な規準を得ることが難し
い [2]。市村 [3]はこれを避けるためにQの各行に大
津の判別基準 [11]を用いたが、誤差の複雑な相関の
ために必ずしもよい結果を与えない [8]。
前報 [8]では誤差に対処する統計的手法を作用行列

Q ではなく元々のデータ空間を考え、次元補正法、
幾何学的AICによるモデル選択等の手法、最小メジ
アン法によるロバスト当てはめなどの手法を導入し
た。本報ではこれらをアフィン拘束条件に変形する。

5. 次元補正法

以下、部分空間の次元を dとする。同一の運動を
する点はその中の d − 1次元アフィン空間に拘束さ
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れている (各運動成分は d個以上の点を含むとする)。
2 次元運動の場合は d = 3であり、3次元運動の分離
の場合は d = 4である。
前報 [8]の方法をアフィン拘束に適用するには、d

個以上を併合した場合にはそれらに最適に d − 1次
元アフィン空間を当てはめ (付録 B, C)、各々の要素
をそのアフィン空間に射影した点に置きかえればよ
い。ただし、併合した要素を次のステップでさらに
別の要素と併合する場合は、改めて原データをその
併合したアフィン空間に射影する。
この計算のため、d− 1次元アフィン空間に併合す
る点集合を {pα}, α = 1, ..., N とし、重心

pC =
1
N

N∑
α=1

pα (9)

を計算し、その周りの n× nモーメント行列

M ′ =
N∑

α=1

(pα − pC)(pα − pC)> (10)

の大きい順に並べた固有値 λ′1 ≥ · · · ≥ λ′ν と対応す
る単位固有ベクトル {u′1, ..., u′ν}を計算する (ν =
max(n,N))。そして次の射影行列を計算する。

P d−1 =
d−1∑

i=1

u′iu
′
i
> (11)

併合後の位置 {p′α}は次のように与えられる。

p̃α = pC + P d−1(pα − pC) (12)

このときの残差 (データと当てはめたアフィン空間と
の距離の二乗和)は次のようになる。

Ĵ ′ =
ν∑

i=d

λ′i (13)

6. 幾何学的モデル選択

前報 [8] と同様に、各点 pα の各要素に期待値 0、
標準偏差 εの正規分布に従う独立な誤差が加わると
仮定する。併合の候補となる二つのアフィン空間に
対して、別々のアフィン空間を当てはめた場合と一
つのアフィン空間を当てはめた場合に対して残差を
比較し、幾何学的AIC[6, 7]によってどちらが統計
的に妥当か判定する。
いま Ai, Aj を併合の候補となるアフィン空間と
し、含まれる点数をそれぞれNi, Nj とする。それぞ
れの残差 Ĵ ′i , Ĵ ′j は次元補正を行う過程で式 (13)で計

算される。これらを一つのアフィン空間に合併した
場合の残差を Ĵ ′i⊕j とする。n次元空間の d− 1次元
アフィン空間は d(n− d + 1)個のパラメータで指定
されるから1、一つのアフィン空間を当てはめる場合
の幾何学的 AICは次のようになる。

G-AICi⊕j = Ĵ ′i⊕j+2
(
(d−1)(Ni+Nj)+d(n−d+1)

)
ε2

(14)
二つのアフィン空間を別々に当てはめる場合は自由
度はそれぞれのアフィン空間の和となるから、幾何
学的 AICは次のようになる。

G-AICi,j = Ĵ ′i + Ĵ ′j + 2
(
(d− 1)(Ni + Nj)

+2d(n− d + 1)
)
ε2 (15)

そしてG-AICi⊕j < G-AICi,j なら併合することが統
計的に妥当であると考えられる。これと |Qαβ |の持
つ情報を加味して、第 i アフィン空間 Ai と第 j ア
フィン空間 Aj の類似度を

sij =





0 Ai = ∅または Aj = ∅
G-AICi,j

G-AICi⊕j
maxpα∈Ai,pβ∈Aj |Qαβ | その他

(16)
と定義し、これが大きいアフィン空間から次々に併
合し、二つのグループになったところで終了する。
仮定より各アフィン空間は d個以上の点を含まな
ければならないが、場合によっては最終的に d個未
満の点のグループと残りと要素とに分離されること
がある。これを防ぐために、併合の過程で d個未満の
要素のものがある限り、それらを優先して併合する。

7. ノイズレベルの推定

幾何学的 AICの計算には誤差の標準偏差 εが必要
である。その推定には、誤差がなければデータ {pα}
は n次元空間の r − 1 (= 2d− 1)次元アフィン空間
にあることを利用する2。{pα}に r−1次元アフィン
空間を最適に当てはめた残差を Ĵ ′total とすると、次
の形の ε2 の不偏推定量が得られる。

ε̂2 =
Ĵ ′total

(n− r + 1)(N − r)
(17)

残差 Ĵ ′totalは全データの重心を pC とし、全体のモー
1n次元アフィン空間中に d個の点を指定すればよい。各点は

d− 1 次元アフィン空間に沿って任意に動かしてよいから、実質
的なパラメータ数は nd− d(d− 1) である。

2n (≥ r + s− 1) 次元の空間中の一般の位置にある r 次元ア
フィン空間と s次元アフィン空間を含む最低次元のアフィン空間
の次元は r + s− 1 である。
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メント行列

M ′
total =

N∑
α=1

(pα − pC)(pα − pC)> (18)

の固有値を大きい順に λ′1 ≥ · · · ≥ λ′n とするとき、
次のように計算される (付録 B, C)。

Ĵ ′total =
n∑

k=r

λ′k (19)

8. 最終的な再分類

以上の手順でアフィン空間を併合していくと、途
中で誤って分類された点は最後まで残る。そこで最
終的に得られたアフィン空間 A1, A2 に属するデー
タからアウトライアを除去し、再分類する。
原点に近い点は誤分類されやすいと考えられるの
で、まずA1, A2からそれぞれノルムの大きい半分を
選ぶ (ただし d個以上)。それらにアフィン空間 A′1,
A′2 を最適に当てはめ、A1 内で A′2 からの距離が大
きい半分 (ただし d個以上)、および A2 内で A′1 か
らの距離が大きい半分 (ただし d個以上)を選び、そ
れぞれに再度アフィン空間 Ã1, Ã2を当てはめる。そ
して各点 pαを Ã1, Ã2のうちの距離の小さいほうに
割り当てる。得られたそれぞれのクラスにさらに最
小メジアン法 [13] によってアフィン空間を当てはめ
(付録 D)、各点を距離の小さいほうに割り当てる。
点 pのアフィン空間Aからの距離D(p,A)は、式

(11)の重心 pC と式 (9)の射影行列 P d−1 とを用い
て次のように表せる (I は単位行列)。

D(p,A) =
√

(p− pC , (I − P d−1)(p− pC)) (20)

9. 精度の限界および計算の高速化

前報と同様に、一様等方の正規分布に従う誤差モ
デルのもとでの理想的な分類は “最尤推定”、すなわ
ち各点 pα を “真の”アフィン空間 Ā1, Ā2 のうちの
距離の小さいほうに割り当てることである。もちろ
ん Ā1, Ā2は未知であるから、実データに適用するこ
とはできない。しかし、解が既知のシミュレーション
では、これによる分類の誤り率を一つの限界として
比較することにより、緒手法の性能の評価ができる。
また前報に述べたのように、固有値問題は特異値
分解によって計算が効率化される。ただし、これは
計算の便宜であり、背景となる幾何学的な構造とは
区別しなければならない。

10. シミュレーション実験

図 1は２次元平面上を独立に運動する 20個の背景
点と 9個の物体点の動画像である。見やすくするた
めに運動物体をワイヤーフレーム表示している。各
画像上の特徴点の各々の座標に独立に期待値 0、標
準偏差 εの正規乱数誤差を加えたものをデータとし、
物体と背景の分離を試みた。

図 2 に横軸を ε とし、 縦軸に単純な Costeira-
Kanade法 [1]、市村の方法 [3]、部分空間分離法、本
報のアフィン空間分離法の各々に対して、独立な 500
回の試行の平均誤り率をプロットした。図 3は３次
元空間を独立に運動する 20個の背景点と 14個の物
体点の物体点の動画像であり、図 4は図 2と同様に
評価した結果である。これらの結果からアフィン空
間分離法は部分空間分離法に比べて著しく性能がよ
いことがわかる。

なお図 2, 4とも 9節に述べた限界を計算すると、
ここに示した誤差の範囲ではすべて 0となった。

11. 透視効果の影響

部分空間分離法もアフィン空間分離法もアフィン
カメラの仮定に基いているが、実際の画像は透視変
換によるものであり、その食い違いは誤差に繰り込
まれる。しかし部分空間分離法とアフィン空間分離
法ではアフィンカメラの仮定への依存度が異なるた
め、モデル化誤差も異なる。

モデル化誤差を期待値 0の一様等方正規分布の標
準偏差 εに換算したものを実効ノイズレベルと呼ぶ
ことする。部分空間分離法では、データ点のそれが
属すべき部分空間からの距離の二乗和を 2物体につ
いてそれぞれ Ĵ1, Ĵ2とすると、次式から評価できる。

ε2s =
Ĵ1 + Ĵ2

(n− d)(N − d)
(21)

アフィン空間分離法ではデータ点のそれが属すべき
アフィン空間からの距離の二乗和をそれぞれ Ĵ ′1, Ĵ ′2
とすると、次式となる。

ε2a =
Ĵ ′1 + Ĵ ′2

(n− d + 1)(N − d)
(22)

これらを図 3の３次元運動を画角 α (フレームの両端
を見込む角度)の透視変換に直したものについて計算
した。図 5(a)に画角を α = 0◦ (平行投影), 40◦, 80◦

の透視投影としたときの図 3の 3枚目の画像を表示
している。計算した実効ノイズレベルは図 5(b)のよ
うになる。このようにアフィン空間分離法のほうが
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図 1: ２次元平面上を運動する点。

アフィンカメラの仮定により強く依存しているので
実効ノイズレベルが大きくなる。

図 6は画角 α = 0◦, 40◦, 80◦ に対してランダム誤
差を加えて図 4と同様に評価したものである。実効
ノイズレベルが等しければ部分空間分離法よりアフィ
ン空間分離法が優れるが、アフィン空間分離法のほ
うが実効ノイズレベルが大きいので、総合的な評価
はそのバランスに依存する。実際、図 6から誤差が
ごく小さいときにアフィン空間分離法と部分空間分
離法の性能が逆転する部分のあることがわかる。し
かしランダム誤差が大きくなると、アフィン空間分
離法のほうがランダム誤差を打ち消す力が強いので
再び優位となる。

一方、実際の場面によく現れる 2次元運動ではモ
デル化誤差が存在しないのでアフィン空間分離法が
大きな威力を発揮する。

12. 実画像実験

図 7の上段は背景と独立に移動する物体の実画像列
である。下段に示した特徴点を手で (正確に)選んで３
次元運動の分離を行なうと、単純なCosteira-Kanade
法と市村の方法では誤りが生じたが、部分空間分離
法およびアフィン空間分離法では共に正しく分離さ
れた。式 (21), (22)で評価した実効ノイズレベルは
εs = 0.64 (画素)、εa = 0.94 (画素)であり、予想通
りアフィン空間分離法のほうが大きい。各特徴点の
画像座標に期待値 0、標準偏差 1画素の正規乱数の誤
差を加えて 500回試行したところ、分離の平均正解
率は部分空間分離法では 100%、アフィン空間分離法
では 90.9%であった。標準偏差 2画素の場合はそれ
ぞれ 100%, 83.5%となった。この例のように透視効
果が強く、かつ特徴点の誤差が小さい場合は部分空
間分離法とアフィン空間分離法の性能が逆転する。

12. まとめ

本報では、シーン中を剛体運動する点の画像上の
運動がその履歴の空間内のあるアフィン空間に拘束
されていることを利用し、複数画像間の対応点を独
立に移動する物体に分割する部分空間分離法を強化
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図 2: ２次元運動の分離の誤り率。1. Costeira-Kanade
法、2. 市村の方法、3. 部分空間分離法、4. アフィン空間
分離法。

した。これは、Costeira-Kanade法にアフィン拘束条
件に対する次元補正法、幾何学的 AICによるモデル
選択、および最小メジアン法によるロバスト推定を
適用して高精度のアルゴリズムを構成したものであ
る。その性能をシミュレーションや実画像に対して
確認するとともに、透視効果の影響を評価した。結
論として、透視効果が少ない場合は極めて高性能で
あるが、透視効果が強く、かつ誤差が小さいときには
部分空間分離法に比べて不利になることがわかった。
前報と同様に本手法は経験的に調節すべきパラメー

タを何も含んでいない。本論文では物体の個数は既
知としたが、次報でその自動判定法について述べる。
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付録A: アフィンカメラ

XY Z カメラ座標系を世界座標系と同一視し、Z

軸を光軸とみなす。空間の点 (X, Y, Z) が画像座標
(x, y)の点に投影されるとき、平行投影とは x = X,
y = Y を仮定するものである。これは次のように書
ける。

(
x

y

)
= Π




X

Y

Z

f




(23)

ただし f はカメラの焦点距離であり、Πは次のよう
に定義した投影行列である [12, 15]。

Π =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
(24)

物体に固定した座標系の原点を t、その正規直交基底
を {i, j, k}とすると、物体座標 (a, b, c)の点は世界
座標系では r = t+ai+ bj + ckの位置にある。これ
が投影される点の画像座標 (x, y) は次のようになる。
(

x

y

)
= Π

(
r

f

)

= Π

((
t

f

)
+a

(
i

0

)
+b

(
j

0

)
+c

(
k

0

))

= t̃ + aĩ + bj̃ + ck̃ (25)
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図 4: ３次元運動の分離の誤り率。1. Costeira-Kanade
法、2. 市村の方法、3. 部分空間分離法、4. アフィン空間
分離法。

ただし次のように置いた。

t̃ = Π

(
t

f

)
, ĩ = Π

(
i

0

)

j̃ = Π

(
j

0

)
, k̃ = Π

(
k

0

)
(26)

弱透視変換とは空間の点 (X, Y, Z)が次のような関
係で定まる画像座標 (x, y)の点に投影されるとみな
すものである [5]。

(
x

y

)
=

f

t3

(
X

Y

)
(27)

ここに t3は tの第 3成分である。式 (27)は次のよう
な投影行列Πを定義すれば式 (23)のように書ける。

Π =
f

t3

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
(28)

疑似透視変換とは空間の点 (X,Y, Z)が次のような
関係で定まる画像座標 (x, y)の点に投影されるとみ
なすものである [5]。

(
x

y

)
=

f

t3

((
X

Y

)
+

(
1− Z

t3

) (
t1

t2

))

(29)
ここに t1, t2, t3 はそれぞれ tの第 1, 第 2, 第 3成分
である。式 (29)は次のような投影行列 Πを定義す
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図 5: (a) 画角を α = 0◦ (平行投影), 40◦, 80◦ の透視投影としたときの図 3の中央の画像。(b) 画角 αの透視変換に
対する実効ノイズレベル。実線がアフィン空間分離法、破線が部分空間分離法。

れば式 (23)のように書ける。

Π =
f

t3

(
1 0 −t1/t3 t1/f

0 1 −t2/t3 t2/f

)
(30)

これを一般化し、空間の点 (X, Y, Z)が式 (23)の形
で画像座標 (x, y)の点に投影されるような個々の点に
依存しない射影行列Πが存在するとき、その投影モ
デルをアフィンカメラと呼ぶ [12, 15]。ただしΠはフ
レームごとに、また対象物体ごとに異なってもよい。
アフィンモデルでは常に式 (25)が成り立つ。カメラ
の撮像は本来は透視変換としてモデル化するべきで
あるが、多くの実際的な場面ではアフィンカメラモ
デルがよい近似であることが知られている [12, 15]。

付録B: 部分空間の当てはめ

n 次元空間の N 点 {pα} に d 次元部分空間 L を
当てはめるとする。L 内に正規直交基底 {u1, ...,
ud} をとり、その直交補空間 L⊥ の正規直交基底を
{ud+1, ..., un}とする。点 pα から Lまでの距離は∑n

j=d+1(uj ,pα)2 となる。誤差が独立、等方、一様
な正規分布であれば、最尤推定は次の関数を最小化
することを意味する。

J =
N∑

α=1

n∑

j=d+1

(uj , pα)2 =
n∑

j=d+1

(uj ,

N∑
α=1

pαp>α uj)

=
n∑

j=d+1

(uj ,Muj) (31)

ただしモーメント行列を次のように置いた。

M =
N∑

α=1

pαp>α (32)

基底 {u1, ..., un}が J を最小化するように選ばれて
いるなら、その任意の変分に対して J の第１変分が
0にならなければならない。特に L⊥のある uj , j >

dと Lのある ui, i ≤ dの張る面内でこれらを微小角
度 δθだけ回転することを考える。このとき第１変分
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図 6: 透視変換の場合の分離の誤り率。実線がアフィン空
間分離法、破線が部分空間分離法。下から画角が 0◦, 40◦,
80◦。

は δuj = δθui, δui = −δθuj であるから、J の第１
変分は次のようになる。

δJ = 2(δuj , Muj) = 2(ui,Muj)δθ (33)

これが任意の δθ, j > d, i ≤ dで 0でなければなら
ないから、i = 1, ..., d, j = d + 1, ..., nに対して次
の関係が成り立つ。

(ui,Muj) = 0, (34)

これは半正値対称行列M が基底 {u1, ..., un}に関
して d× dおよび (n− d)× (n− d)の区画にブロッ
ク対角化されることを意味する。したがって {u1, ...,
ud}および {ud+1, ..., un}をそれぞれ適当に回転す
ると、当てはめた部分空間 Lを変えることなく行列
M を対角化することができる。その結果得られる基
底 {u1, ..., un}はM の固有ベクトルであり、対応
する固有値 λ1, ..., λn (≥ 0)がその対角要素となる。
このとき式 (31)から、残差 J は次のように表せる。

J =
n∑

j=d+1

λj (35)

明らかに {u1, ..., ud}がM の大きい d個の固有値
に対応する固有ベクトル、残りが {ud+1, ..., un}の
ときこれが最小となる。
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図 7: 背景と独立に移動する物体の実画像 (上)とその特徴点 (下)

付録C: アフィン空間の当てはめ

n次元空間のN 点 {pα}に d−1次元アフィン空間
Aを当てはめるとする。A上の 1点を pC をとし、A
内に正規直交系 {u1, ..., ud}をとり、それに直交す
る正規直交系を {ud+1, ..., un}とする。点 pα から
Aまでの距離は∑n

j=d+1(uj , pα − pC)2 となる。誤
差が独立、等方、一様な正規分布であれば、最尤推
定は次の関数を最小化することを意味する。

J =
N∑

α=1

n∑

j=d+1

(uj , pα − pC)2 (36)

これを pC で微分すると次のようになる。

∇pC J = −2
N∑

α=1

n∑

j=d+1

(uj , pα − pC)uj

= −2P n−d+1
( N∑

α=1

pα −NpC

)
(37)

ただし次のように置いた。

P n−d+1 =
n∑

j=d+1

uju
>
j (38)

これは A に直交する n − d + 1 次元方向への射影
行列である (式 (11)の P d−1 を用いれば P n−d+1 =
I −P d−1と書ける)。式 (37)を 0と置いて変形する
と次の関係を得る。

P n−d+1
(
pC −

1
N

N∑
α=1

pα

)
= 0 (39)

これは pC −
∑N

α=1 pα/N が Aと同じ方向にあるこ
と、すなわち pC は重心

∑N
α=1 pα/N をAに沿って

任意に移動したものであることがわかる。特に pC を
重心

∑N
α=1 pα/N そのものにとってよい。

座標系の原点を重心 pC に平行移動すれば、アフィ
ン空間Aの当てはめは部分空間の当てはめに帰着す
るから、付録 Bのように定まる (ただし次元は dで

はなく d− 1となる)。以上より式 (9)–(13)および式
(20)が得られる。

付録D: 最小メジアン法

n次元ベクトル {pα}, α = 1, ..., N ,に d次元部分
空間を最小メジアン法で当てはめるには次のように
する [13]。

1. Sm = ∞ (実際には十分大きい数)と置く。

2. {pα}からランダムに d個を選ぶ。

3. それらに d次元部分空間 Lを当てはめる。
4. データ {pα}から当てはめた Lまでの距離に二
乗のメジアンを計算する。

S = medN
α=1D(pα,L)2 (40)

5. S < Sm なら Sm ← S と更新する。

6. ステップ 2に戻り、Smが十分収束するまでこれ
を反復する。

n次元ベクトル {pα}, α = 1, ..., N ,に d− 1次元
アフィン空間を最小メジアン法で当てはめるには次
のようにする [13]。

1. Sm = ∞ (実際には十分大きい数)と置く。

2. {pα}からランダムに d個を選ぶ。

3. それらに d − 1 次元アフィン空間 A を当ては
める。

4. データ {pα}から当てはめた Aまでの距離に二
乗のメジアンを計算する。

S = medN
α=1D(pα,A)2 (41)

5. S < Sm なら Sm ← S と更新する。

6. ステップ 2に戻り、Smが十分収束するまでこれ
を反復する。
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