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ABSTRACT We present a new technique for calibrating an ultra-wide fisheye lens camera by imposing the constraint
that collinear points be rectified to be collinear, parallel lines to be parallel, and orthogonal lines to be orthogonal.
Exploiting the fact that line fitting reduces to an eigenvalue problem, we do a rigorous perturbation analysis to obtain
a Levenberg-Marquardt procedure for the optimization. Doing experiments, we point out that spurious solutions exist
if collinearity and parallelism alone are imposed. Our technique has many desirable properties. For example, no
metric information is required about the reference pattern or the camera position, and separate stripe patterns can
be displayed on a screen to generate a virtual grid, eliminating the grid point detection.

1. まえがき

魚眼レンズカメラ（以下「魚眼カメラ」と略記）は広
い視野が同時に観測できるため，監視カメラとして広く
用いられているほか，車両に搭載して道路上の障害物を
検出したり，自車位置を認識したり [18]，俯瞰画像（自
車を上方から見下ろしたような画像 [10, 19]）を作成する
など種々の用途に用いられている．しかし，魚眼カメラ
で撮影した画像（以下「魚眼画像」と略記）には大きな
歪があるため，対象物とカメラとの相対位置を計算する
には，画像をまず透視投影画像に変換し，それからコン
ピュータビジョンの種々の技法を適用する [2]．この変換
としてレンズメーカーが提供する式は必ずしも厳密とは
限らないので，精密な解析にはユーザーが参照板を用い
て校正を行う必要がある．そして，そのような試みがい
ろいろ報告されている [3, 7, 6, 8, 12, 13, 14, 15]．
従来から参照パタンの位置情報を用いる方法が中心で

あったが [3, 6]，本論文で扱う魚眼レンズは超広角（画角
がほぼ 190 度）であり，無限に広い参照パタンを用いて
も画像を覆うことができない．これを解決する方法とし
て考えられるのが Devernayら [1]が 2001年に発表した
同一直線上のあるべき点列（魚眼画像上では曲線状）が
同一直線上にあるよう補正する「共線条件」を用いるこ
とである（これは小野寺ら [16]が既に 1992年に発表して
いることはあまり知られていない）．そして中野ら [13]，
加瀬ら [7]，Okutsuら [14]がこのDevernayら [1]の共線
条件による校正法を示している．駒形ら [8]はさらに平行
であるべき点列が平行である，直交すべき点列が直交す
るという「平行条件」，「直交条件」を導入した．本論文は
この駒形ら [8]の方法を採用するとともに，実験によって
直交性が重要な役割を果すことを示し，中野ら [13]，加
瀬ら [7]やOkutsuら [14]の方法では本質的に正しい校正
ができないことを明らかにする．
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校正の原理は補正式の反復的な修正，すなわち現在の
補正式によって補正した点列に直交する平行線列を当て
はめ，その当てはめ残差をさらに減少させるように補正
式を修正することである．中野ら [13]や加瀬ら [7]も直

線当てはめを用いているが，当てはめ直線として適当に
選んだ 2点を通る直線を用いている．それに対して駒形
ら [8]はすべての点に最小二乗法を適用している．本論文
でも最小二乗法を用いる．ただし，駒形ら [8]は当てはめ
残差を評価していない．本論文では直線当てはめが固有
値問題に帰着し，当てはめ残差が最小固有値に等しいと
いう事実を利用し，最小固有値が減少するように補正式
を修正する．最小固有値の変化は固有値問題の摂動定理
[4]によって評価できる．これが小野寺ら [16] が提案した
「固有値最小化法」である．
補正式として Kannalaら [6]，中野ら [13]，加瀬ら [7]

は，画像上の観測位置を光線の入射方向（未知数）に関し
て展開した多項式を用いている．しかし，これでは最適
化の毎回の反復で高次方程式を解いて，入射方向を観測
位置について表す必要がある．そのためにKannalaら [6]
は近似解法を，中野ら [13]や加瀬ら [7] は数値計算ツー
ルを用いているが，これでは精度が失われる上に実行が
非効率になり，未知数を 3個以上に増すのが困難となる．
本論文では駒形ら [8]と同様に，補正項として観測量に関
する多項式を用い，任意個数のパラメータに関する最適
化手順を導く．また駒形ら [8]にならって立体射影式に補
正項を加える．これにより最適化の反復において補正項
の初期値を 0から始めることができる（Kannala[6]，中
野ら [13]，加瀬ら [7]は 3個の未知係数を持つ 5次式を用
いているため，初期値を何らかの方法で推定する必要が
ある）．
校正精度はデータ獲得の精度に大きく依存する．本論

文では駒形ら [8]にならい，大型ディスプレイに複数方向
の帯パタンを表示し，これを撮影した魚眼画像からエッジ
検出を行ってデータとする．駒形ら [9]はさらに輝度傾斜
パタンによるエッジ検出の高精度化も試みている．従来，
パタン画像のみでは不十分であり，何らかの直接的な計
測が必要であると報告されている．例えば中野ら [12, 13]
やHughesら [3]は楕円当てはめによる消失点の推定から
光軸に直交する方向を推定し，奥津ら [15]はこれを手動
により抽出している．本論文の実験結果によれば，この
ような直接的な計測は，従来知られていなかった共線条
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Figure 1: The imaging geometry of a fisheye lens and the
incident ray vector m.

件と平行条件の本質的な情報不足を補うものと解釈され
る．本論文では，直交性まで含めた駒形ら [8]の方法に小
野寺ら [16]の固有値最小化法を用いれば直接的計測なし
に高精度な魚眼カメラ校正ができることを示す．最後に
実際問題への応用例を示す．
本論文の固有値最小化法は既に森安ら [11]が報告して

いるが，計算式の一部に不備があり，本論文はそれを正
して再実験を行ったものである．

2. 魚眼レンズによる撮像

本論文では最近よく用いられる「立体射影」による魚
眼レンズを考える（それ以外の射影方式に対しても以下
の校正原理は同一である）．これは光軸と角度 θ で入射
する光が画像面の光軸点から次の距離 r（画素）の点に投
影されるものである（図 1）．

r = 2f tan
θ

2
(1)

ここに f（画素）は焦点距離である．しかし，光軸点の位
置 (u0, v0)が厳密に画像フレームの中心にあるとは限ら
ず，f の値も公称値からずれている可能性がある．これを
補正するために Kannalaら [6]，中野ら [13]，加瀬ら [7]
は r = c1θ + c2θ

3 + c3θ
5の形を仮定して c1, c2, c3を定め

ているが，これでは最適化の毎回の反復で近似解法また
は数値計算ツールを用いてこの 5次方程式を解き，θ を r

について表す必要がある．これは精度が損なわれ，実行
が非効率になり，未知数を 3個以上に増やすのが難しい
主な原因になっている．そこで本論文では次の補正式を
用いる．

r

f0
+ a1

( r

f0

)3

+ a2

( r

f0

)5

+ · · · =
2f

f0
tan

θ

2
(2)

ただし，f0 はスケール定数であり，実験では f0 = 150
（画素）とした．奇数次の項しかないのは rが θ の奇関数
であるためであり，レンズが光軸の回りに回転対称に製
造されていることによる．本論文では画像面上の投影点
の光軸点からの方位角は光の入射の方位角と等しいとす
る．過去には方位にも歪みがあるとして「接線方向歪補
正」がよく研究された [17]．これは光軸点を中心とする
円形領域が楕円に歪むような方向依存性を考慮するもの
である．しかし，現在の技術では撮像はほぼ回転対称で
あり，特に考慮する必要はないとされている（接線方向
の補正係数を加えても以下の校正原理は同一である）．式
(2)の左辺の最初の項 r/f0 には係数がないが，これは右
辺の f に吸収されているためである．a1 = a2 = · · · = 0
とした場合が式 (1)の立体射影となる．式 (2)より，rと

f と係数 a1, a2, ...を与えたときの入射角 θは次のように
なる．

θ = 2 tan−1
( f0

2f

( r

f0
+a1

( r

f0

)3

+a2

( r

f0

)5

+ · · ·
))

(3)

式 (2)は駒形ら [8]の考え方を拡張したものであるが，駒
形ら [8]は 3個の展開項をしか用いていない．そして最適
化にはパラメータ空間を直接的に探索する原始的な方法
（ブレント法，パウエル法）を用いている（加瀬ら [7]の
具体的な最適化法は論文からは明らかではない）．本論
文では今日最も合理的な最適化法とされるレーベンバー
グ・マーカート法 [5]の手順を具体的に導く．

3. 入射光ベクトルとその微分

画像上の位置 (x, y)に写る点の光の入射方向を示す単
位ベクトル（以下「入射光ベクトル」と略記）をmとす
る（図 1）．極座標を用いると次のように書ける．

m =

sin θ cos φ
sin θ sinφ

cos θ

 (4)

ここに θ は光線の入射角（光軸となす角），φは方位角
（x軸からの角度）である．前述のように，画像上の方位
角は入射光線の方位角と同じであると仮定する．したがっ
て，光軸点を (u0, v0)とすると，次の関係が成り立つ．

x − u0 = r cos φ, y − v0 = r sinφ,

r =
√

(x − u0)2 + (y − v0)2 (5)

ゆえに式 (4)は次のように書ける．

m =

((x − u0)/r) sin θ
((y − v0)/r) sin θ

cos θ

 (6)

式 (5)の rを u0, v0 で微分すると次のようになる．

∂r

∂u0
= −x − u0

r
,

∂r

∂v0
= −y − v0

r
(7)

したがって式 (6)を u0, v0で微分すると次のようになる．

∂m

∂u0
=

−1/r + (x − u0)2/r3

(x − u0)(y − v0)/r3

0

 sin θ

+

 (x − u0)/r) cos θ
((y − v0)/r) cos θ

− sin θ

 ∂θ

∂u0

∂m

∂v0
=

 (x − u0)(y − v0)/r3

−1/r + (y − v0)2/r3

0

 sin θ

+

((x − u0)/r) cos θ
((y − v0)/r) cos θ

− sin θ

 ∂θ

∂v0
(8)
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式 (3)の両辺を u0, v0 で微分するとつぎのようになる．( 1
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ゆえに ∂θ/∂u0, ∂θ/∂v0 は次のようになる．

∂θ
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= − 1

f
cos2

θ

2

(
1 +
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(2k − 1)ak

( r
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∂v0
= − 1

f
cos2

θ

2

(
1 +

∞∑
k=1

(2k − 1)ak

( r
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これらを式 (9)に代入して ∂m/∂u0, ∂m/∂v0が計算され
る．森安ら [11]はm の r とそれに含まれる θ を通して
の u0, v0 への間接的な影響を考慮していなかったが，以
上はそれらすべてを考慮するものである．
次に f に関する微分を考える．式 (2)の両辺を f で微

分すると次のようになる．

0 =
2
f0

tan
θ

2
+

2f

f0

1
2 cos2(θ/2)

∂θ

∂f
(11)

これから ∂θ/∂f が次のように得られる．

∂θ

∂f
= − 2

f
sin

θ

2
cos

θ

2
= − 1

f
sin θ (12)

したがって式 (6)の f に関する微分は次のようになる．

∂m

∂f
= − 1

f
sin θ

((x − u0)/r) cos θ
((y − v0)/r) cos θ

− sin θ

 (13)

最後に ak に関する微分を考える．式 (2)の両辺を ak で
微分すると次のようになる．( r

f0

)2k+1

=
2f

f0

1
2 cos2(θ/2)

∂θ

∂ak
(14)

ゆえに ∂θ/∂ak は次のようになる．

∂θ

∂ak
=

f0

f

( r

f0

)2k+1

cos2
θ

2
(15)

したがって式 (6)の ak に関する微分は次のようになる．

∂m

∂ak
=

f0

f

( r

f0

)2k+1

cos2
θ

2

((x − u0)/r) cos θ
((y − v0)/r) cos θ

− sin θ

 (16)

以下に述べる最適化の関数はすべて入射光ベクトルmに
よって表されるので，mのすべての未知数に関する微分
が計算できれば，最適化に含まれるすべての量が微分で
きる．

p
1

p
N

O
mN

m1

nκ

Figure 2: The incident ray vectors mα of collinear points
p1, ..., pN are coplanar.

4. 共線性の評価関数

点列 κに属する点 p1, ..., pN が共線（同一直線上にあ
る）のとき，各点の入射光ベクトルm1,..., mN は同一平
面上にあるから，その平面の単位法線ベクトルを nκ と
すれば (nκ, mα) = 0, α = 1, ..., N が成り立つ（図 2）．
しかし，p1, ..., pN が厳密に共線でなければこれは成り
立たない．そこで，なるべく共線になるように，∑

α∈ 点列 κ

(nκ, mα)2 =
∑

α∈ 点列 κ

n>
κ mαm>

α nκ

= (nκ,
∑

α∈ 点列 κ

mαm>
α nκ) = (nκ,M (κ)nκ), (17)

が最小になるように補正パラメータを調節する．ただし，
行列M (κ) を次のように定義した．

M (κ) =
∑

α∈ 点列 κ

mαm>
α (18)

式 (17) はM (κ) の 2 次形式であるから，その最小値は
M (κ)の最小固有値 λ

(κ)
min に等しい [5]．撮影したすべての

点列が同一直線上にあるようにカメラ校正するには次の
関数 J1 を最小にするようにパラメータを定めればよい．

J1 =
∑

すべての点列 κ

λ
(κ)
min (19)

4.1 1階微分

最小固有値 λ
(κ)
minの cに関する導関数を考える．ただし，

c = u0, v0, f , a1, a2, ...である．λ
(κ)
min を定める式

M (κ)nκ = λ
(κ)
minnκ (20)

を cで微分すると次のようになる．

∂M (κ)

∂c
nκ + M (κ) ∂nκ

∂c
=

∂λ
(κ)
min

∂c
nκ + λ

(κ)
min

∂nκ

∂c
(21)

両辺と nκ の内積をとると次のようになる．

(nκ,
∂M (κ)

∂c
nκ) + (nκ, M (κ) ∂nκ

∂c
)

=
∂λ

(κ)
min

∂c
(nκ, nκ) + λ

(κ)
min(nκ,

∂nκ

∂c
) (22)

nκ は単位ベクトルであるから (nκ, nκ) = ‖nκ‖2 = 1
である．そして，変化方向 ∂nκ/∂cは nκ に直交するの
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で，(nκ, ∂nκ/∂c) = 0である．またM (κ)は対称行列で
あるから，(nκ, M (κ)∂nκ/∂c) = (M (κ)nκ, ∂nκ/∂c) =
λ

(κ)
min(nκ, ∂nκ/∂c) = 0である．したがって式 (22)から

∂λ
(κ)
min

∂c
= (nκ,

∂M (κ)

∂c
nκ) (23)

が得られる．これは固有値問題の摂動定理としてよく知
られた結果である [4]．式 (48)の行列M (κ) の定義より，
∂M (κ)/∂cは次のようになる．

∂M (κ)

∂c
=

N∑
α=1

(∂mα

∂c
m>

α + mα

(∂mα

∂c

)>)
= 2S[

N∑
α=1

∂mα

∂c
m>

α ] ≡ M (κ)
c (24)

ただし，S[ · ]は対称化作用素（S[A] = (A + A>)/2）で
ある．ゆえに関数 J1のパラメータ cに関する 1階微分は
次のようになる．

∂J1

∂c
=

∑
すべての点列 κ

(nκ, M (κ)
c nκ) (25)

4.2 2階微分

式 (23)を c′ (= u0, v0, f , a1, a2, ...)で微分する．

∂2λ
(κ)
min

∂c∂c′
= (nκ,

∂2M (κ)

∂c∂c′
nκ) + 2(

∂nκ

∂c′
,M (κ)

c nκ) (26)

まず右辺第 1項を考える．式 (24)を c′で微分すると次の
ようになる．

∂2M (κ)

∂c∂c′
= 2S[

N∑
α=1

(∂2mα

∂c∂c′
m>

α +
∂mα

∂c

(∂mα

∂c′

)>)
]

(27)
ゆえに次のようになる．

(nκ,
∂2M (κ)

∂c∂c′
nκ) = 2

N∑
α=1

(
(nκ,

∂2mα

∂c∂c′
)(mα,nκ)

+(nκ,
∂mα

∂c
)(

∂mα

∂c′
, nκ)

)
(28)

パラメータがすべて正しければ (mα,nκ) = 0である．反
復過程でパラメータがかなり正しく求まっているとする
と，(mα,nκ) ≈ 0である．ゆえに式 (28)は次のように
近似できる．

(nκ,
∂2M (κ)

∂c∂c′
nκ) ≈ 2

N∑
α=1

(nκ,
∂mα

∂c
)(

∂mα

∂c′
, nκ)

= 2(nκ, M
(κ)
cc′ nκ), (29)

M
(κ)
cc′ ≡

N∑
α=1

(∂mα

∂c

)(∂mα

∂c′

)>
(30)

これは一種のガウス・ニュートン近似である [5]．次に式
(26)の右辺第 2項を考える．nκは単位ベクトルであるか

ら，その変化は nκ に直交する．行列M (κ) の固有値を
λ

(κ)
1 ≥ λ

(κ)
2 ≥ λ

(κ)
min とし，対応する単位固有ベクトルを

nκ1, nκ2, nκとすると，nκ1, nκ2, nκは正規直交系であ
るから，nκ に直交するベクトルは nκ1, nκ2 の線形結合
で表せる．ゆえにある定数 β1, β2 によって

∂nκ

∂c
= β1nκ1 + β2nκ2 (31)

と表せる．式 (21)に式 (23), (31)を代入すると次のよう
になる．

M (κ)
c nκ + M (κ)(β1nκ1 + β2nκ2)

= (nκ,M (κ)
c nκ)nκ + λ

(κ)
min(β1nκ1 + β2nκ2) (32)

M (κ)nκ1 = λ
(κ)
1 nκ1, M (κ)nκ2 = λ

(κ)
2 nκ2より次のよう

になる．

β1(λ
(κ)
1 − λ

(κ)
min)nκ1 + β2(λ

(κ)
2 − λ

(κ)
min)nκ2

= (nκ, M (κ)
c nκ)nκ − M (κ)

c nκ (33)

両辺と nκ1, nκ2 との内積をとると次のようになる．

β1(λ
(κ)
1 − λ

(κ)
min) = −(nκ1, M

(κ)
c nκ),

β2(λ
(κ)
2 − λ

(κ)
min) = −(nκ2, M

(κ)
c nκ) (34)

ゆえに式 (31)より ∂nκ/∂cは次のように表せる．

∂nκ

∂c
= − (nκ1, M

(κ)
c nκ)nκ1

λ
(κ)
1 − λ

(κ)
min

− (nκ2, M
(κ)
c nκ)nκ2

λ
(κ)
2 − λ

(κ)
min

(35)
これも固有値問題の摂動定理としてよく知られた結果で
ある [4]．これから式 (26)の右辺第 2項が次のように書
ける．

2(
∂nκ

∂c′
, M (κ)

c nκ) = −
2(nκ1,M

(κ)
c nκ)(nκ1, M

(κ)
c′ nκ)

λ
(κ)
1 − λ

(κ)
min

−
2(nκ2,M

(κ)
c nκ)(nκ2, M

(κ)
c′ nκ)

λ
(κ)
2 − λ

(κ)
min

(36)

以上より，式 (26)が次のように近似される．

∂2λ
(κ)
min

∂c∂c′
≈ 2

(
(nκ,M

(κ)
cc′ nκ)

−
2∑

i=1

(nκi, M
(κ)
c nκ)(nκi, M

(κ)
c′ nκ)

λ
(κ)
i − λ

(κ)
min

)
(37)

したがって，関数 J1 のパラメータ c, c′ に関する 2階微
分は次のようになる．

∂2J1

∂c∂c′
= 2

∑
すべての点列 κ

(
(nκ, M

(κ)
cc′ nκ)

−
2∑

i=1

(nκi, M
(κ)
c nκ)(nκi, M

(κ)
c′ nκ)

λ
(κ)
i − λ

(κ)
min

)
(38)

68



O

l
nκ l

g
g

Figure 3: The surface normals nκ to the planes defined by
parallel lines are orthogonal to the common direction lg of
the lines.

5. 平行性の評価関数

直線群 gに属する点列がパタン上で平行であり，その
共通の単位方向ベクトルが lg であるとする．カメラの視
点（レンズ中心）と直線群 gに属する点列 κを通る平面
の法線ベクトル nκ は lg と直交するから，(lg, nκ) = 0
である（図 3）．しかし，直線群 gが厳密に平行でなけれ
ばこれは成り立たない．そこで，なるべく平行になるよ
うに， ∑

κ∈ 直線群 g

(lg, nκ)2 =
∑

κ∈ 直線群 g

l>g nκn>
κ lg

= (lg,
∑

κ∈ 直線群 g

nκn>
κ lg) = (lg,N (g)lg) (39)

を最小にするように補正パラメータを調節する．N (g)は
次のように定めた行列である．

N (g) =
∑

κ∈ 直線群 g

nκn>
κ (40)

式 (39) は N (g) の 2 次形式であるから，その最小値は
N (g) の最小固有値 µ

(g)
min に等しい．すべての直線群の点

列が平行になるように校正するために次の関数を最小化
すればよい．

J2 =
∑

すべての直線群 g

µ
(g)
min (41)

5.1 1階微分

4節の固有値問題の摂動解析を用いると，関数 J2のパ
ラメータ cに関する 1 階微分は次のようになる．

∂J2

∂c
=

∑
すべての直線群 g

(lg,N (g)
c lg),

N (g)
c = 2S[

∑
κ∈ 直線群 g

∂nκ

∂c
n>

κ ] (42)

ただし，lg は式 (40)の行列N (g) の最小固有値 µ
(g)
min に

対する単位固有ベクトルである．ベクトル nκ の 1階微
分 ∂nκ/∂cは式 (35)で与えられる．

lg

g’l

Figure 4: If two sets of parallel lines make right angles, their
directions lg and lg′ are orthogonal to each other.

5.2 2階微分

4節の固有値問題の摂動解析を用いると，関数 J2のパ
ラメータ c, c′ に関する 2階微分は次のようになる．

∂2J2

∂c∂c′
= 2

∑
すべての直線群 g

(
(lg, N

(g)
cc′ lg)

−
2∑

i=1

(lgi, N
(g)
c lg)(lgi, N

(g)
c′ lg)

µ
(g)
i − µ

(g)
min

)
(43)

ただし，µ
(g)
i は行列N (g) の第 i固有値 (i = 1, 2）であ

り，lgiは対応する単位固有ベクトルである．そして行列
N

(g)
cc′ を次のように定義する．

N
(g)
cc′ ≡

∑
κ∈ 点列群 g

(∂nκ

∂c

)(∂nκ

∂c′

)>
(44)

6. 直交性の評価関数

互いに直交する直線群 g, g′が撮影されるとする．直線
群 gの空間での方向 lg は式 (40)の行列N (g)の最小固有
値に対する単位固有ベクトル lg である．直線群 g, g′ が
互いに直交する条件は (lg, lg′) = 0であるから（図 4），
この条件を考慮するには次の関数を最小化する．

J3 =
∑

すべての直交直
線群対 {g, g′}

(lg, lg′)2 (45)

6.1 1階微分

関数 J3のパラメータ cに関する 1階微分は次のように
なる．

∂J3

∂c
= 2

∑
すべての直交直
線群対 {g, g′}

(lg, lg′)
(
(
∂lg
∂c

, lg′) + (lg,
∂lg′

∂c
)
)

(46)

ベクトル lg の 1階微分 ∂lg/∂cは次のように計算される
（∂lg′/∂cも同様である）．

∂lg
∂c

= −
2∑

i=1

(lgi, N
(g)
c lg)lgi

µ
(g)
i − µ

(g)
min

(47)

6.2 2階微分

2階微分では近似 (lg, lg′) ≈ 0を用いてもよい（ガウ
ス・ニュートン近似）．したがって関数 J3のパラメータ
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c, c′ に関する 2階微分は次のようになる．

∂2J3

∂c∂c′
= 2

∑
すべての直交直
線群対 {g, g′}

(
(
∂lg
∂c

, lg′) + (lg,
∂lg′

∂c
)
)(

(
∂lg
∂c′

, lg′)

+(lg,
∂lg′

∂c′
)
)

(48)

7. レーベンバーグ・マーカート法

共線性，平行性，直交性をすべて考慮するために次の
関数を最小化する．

J =
J1

γ1
+

J2

γ1
+

J3

γ1
(49)

ただし，γi, i = 1, 2, 3は各項をバランスさせる重みであ
り，初期値に対する Ji の値を用いる．各関数 Ji のパラ
メータに関する 1階，2階微分が計算できるので次のレー
ベンバーグ・マーカート法 [5]でパラメータを最適化する
ことができる．

1. 初期値を与える（例えば光軸点は画像フレームの中
心，f を公称焦点距離，a1 = a2 = · · · = 0）．そし
て，それに対する J の値を J0 とし，C = 0.0001 と
置く．

2. 式 (3)によって入射角 θκαを計算し，式 (6)によって
入射光ベクトルmκαを計算し，式 (8), (13), (16)に
よって ∂mκα/∂cを計算する (c = u0, v0, f , a1, a2,
...)．

3. それらを用いて Jのパラメータに関する 1階微分 Jc，
2階微分 Jcc′ を計算する．

4. 次の連立 1次方程式を解いて ∆u0, ∆v0, ∆f , ∆a1,
...を計算する．

0

B

B

B

B

B

@

(1+C)Ju0u0 Ju0v0 Ju0f Ju0a1 · · ·
Jv0u0 (1+C)Jv0v0 Jv0f Jv0a1 · · ·
Jfu0 Jfv0 (1+C)Jff Jfa1 · · ·
Ja1u0 Ja1v0 Ja1f (1 + C)Ja1a1 · · ·

..

.
..
.

..

.
..
.

. . .

1

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

@

∆u0

∆v0

∆f
∆a1

.

..

1

C

C

C

C

C

A

= −

0

B

B

B

B

B

@

Ju0
Jv0
Jf

Ja1
.
..

1

C

C

C

C

C

A

(50)

5. 次のように ũ0, ṽ0, f̃ , ã1, a2, ...を計算し，それに対
する J の値を J̃ とする．

ũ0 = u0 + ∆u0, ṽ = v0 + ∆v0, f̃ = f + ∆f,

ã1 = a1 + ∆a1, ã2 = a2 + ∆a2, ... (51)

6. J̃ < J0なら次へ進む．そうでなければ C ← 10C と
してステップ (4)に戻る．

7. u0 ← ũ0, v0 ← ṽ0, f ← f̃ , a1 ← ã1, a2 ← ã2, ...と
し，|∆u0| < ε0, |∆v0| < ε0, |∆f | < εf , |∆a1| < ε1,
|∆a2| < ε2, ...なら u0, v0, f , a1, a2, ..., J を返して
終了する．そうでなければ J0 ← J , C ← C/10とし
てステップ (2)に戻る．

Figure 5: Stripe patterns in four directions.

(a) (b)

Figure 6: (a) Fisheye lens image of a stripe pattern. (b)
Detected edges.

8. 実験

図 5は校正用の 4方向の帯パタンある．これを大型ディ
スプレイ上に表示して魚眼カメラをいろいろな位置に置
き，各位置から 4種類のパタンを撮影する．魚眼カメラ
を正面に置くと，パタンは画像の中心付近にしか写らな
いので，いろいろな位置に写るように撮影位置を変える．
そして撮影した画像からエッジ検出を行う．図 6(a)はあ
る位置から撮影した 1例であり，図 6(b)はそれから検出
したエッジである．画像サイズは 640 × 480画素である．
これから帯パタンでない部分（ディスプレイの外側の背
景など）やエッジが不鮮明な部分を手動で除去し，鮮明
なエッジ画素を追跡してリストを作成し，それを校正の
入力とした．このようにして 220本のエッジ画素列が得
られた．これには 20組の平行線群，10組の直交線群が
含まれている．これらを用いて，補正項の項数（「補正次
数」と呼ぶ）を 0, 1, ..., 5, とした結果は表 1のようにな
る（光軸点 (u0, v0)はフレーム中心を (0.0)とした位置）．
ただし，レーベンバーグ・マーカート法の収束判定のし
きい値は ε0 = εf = 10−3, ε1 = 10−5, ε2 = 10−6, ε3 =
10−7, ε4 = 10−8, ε5 = 10−9 とした．そして初期値をい
ろいろ変えても同じ解に収束することを確認した．反復
回数は 5次の補正でもほぼ 10回である．
この結果を用いて式 (3)の光軸点からの位置 r と入射

角 θの関係をグラフにプロットしたものが図 7(a)である．
ただし，後の応用の都合上，横軸を θ，縦軸を rとしてい
る．補正次数を増やすと式 (1)の立体射影に非常に近い
関係式に収束している．次数が 3, 4, 5でほぼ同じ結果と
なっているので，これ以上次数を増やす必要はないと考
えられる．
比較のために中野ら [13]，加瀬ら [7]，Okutsuら [14]の

ように共線性のみによる校正結果を図 7(b)に示す．これ
を見ると補正次数を増やすと式 (1)の立体射影とは全く
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Table 1: Computed parameters for each correction degree.

degree 0 1 2 3 4 5

u0 −1.56744 −1.57819 −1.60647 −1.60103 −1.61170 −1.61145
v0 0.529648 0.501021 0.427590 0.431905 0.432015 0.433677
f 146.648 149.567 148.110 146.724 146.793 146.499

a1/10−2 — 0.645886 −0.30601 −1.41625 −1.68918 −1.80625
a2/10−3 — — 2.38948 7.57041 11.1085 9.34660
a3/10−4 — — — −8.05083 −22.2515 −0.40049
a4/10−5 — — — — 18.1185 −61.6432
a5/10−6 — — — — — 0.935930

(a) (b) (c)

Figure 7: The dependence of the distance r (pixels) from the focal point on the incidence angle θ (degree) obtained by (a) using
the collinearity, parallelism, and orthogonality constraints; (b) using only the collinearity constraints; (c) using the collinearity
and parallelism constraints.

(a) (b) (c)

Figure 8: (a) Fisheye lens image viewing a square grid pattern in approximately 30 degree direction. (b) Rectified perspective
image to be observed if the camera is rotated by 60 degrees to face the pattern. (c) Similarly rectified image using a spurious
solution.

別の関係式に近付いている．図 7(c)は共線性と平行性を
用いる場合であり，この場合も「偽の解」に近付いてい
る．これら偽の解に対する関数 J の値は対応する図 7(a)
の解のパラメータを代入したものより小さい．すなわち，
偽の解は局所解ではなく，実際に J が最小化されている．
この結果から，正しい解を得るためには直交性が不可欠
であることが分かる．中野ら [12, 13]や奥津ら [15]の光
軸に直交する方向の直接的計測は共線性のみによる情報
の不足を補うものと考えられるが，本論文のように共線
性，平行性，直交性を考えると直接的計測なしに正しい
校正がなされる．

校正結果を確認するために正方格子パタンを用意し，図
8(a)はこれをほぼ斜め 30度から撮影したものである．図
8(b)はカメラを仮想的に 60度回転してパタンにほぼ正対
した透視投影画像になうように変換したものである（補
正次数 5，計算式は付録参照）．左端の欠けている部分は
光軸に対して 95度に近い方向である．このように全視野
に渡って正しい透視投影画像に変換されていることが分
かる．図 8(c)は比較のために図 7(b),(c)で得られる偽の

解を用いて同じ処理を行った結果である．確かに同一直
線上の点はほぼ同一直線上になり，平行な直線が平行な
直線（をある方向から見たもの）になっている．

偽の解が存在する理由は透視投影カメラを考えれば分
かる．画像の歪がなければ誤ったカメラパラメータを用
いた画像の 3次元解釈はシーンにある射影変換を施した
「射影復元」と呼ばれるものになる [2]．射影変換は共線
性を保存するが，平行性や直交性は保存しない．平行性
を課すと「アフィン復元」となるが直交性は保存しない．
直交性まで課して初めて「ユークリッド復元」となる．ゆ
えに共線性と平行性のみでは不十分であり，直交性が本
質である．魚眼カメラ校正における偽の解の存在がこれ
まで知られていなかったのは，魚眼レンズの画像歪が支
配的であるためこのことが盲点になっていたためと思わ
れる．

図 9の上段左はカメラを車両の前部下方（バンパーの
下）に搭載して走行中の前方シーンを撮影した魚眼画像
である．これから生成した透視投影の正面画像，および
カメラを左，右，下，上に 90度回転して得られる透視投
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Original fisheye lens image Rectified front view

Rectified left 90◦ view Rectified right 90◦ view

Rectified down view Rectified up view

Figure 9: Fisheye lens image of an outdoor scene taken from
a moving vehicle, rectified front images, and rectified images
after virtually rotating the camera to left, right, up, and
down.

影画像を示す．このような変換によって，左右からの接
近車両を識別したり，真下を見たような俯瞰画像を生成
するなどさまざまな応用が可能となる．

9. まとめ

本論文では異なる向きの帯状パタンを描いた複数の参
照板を用いて超広角魚眼カメラを校正方法を示した．ま
ず駒形ら [8]の方式に従い，立体射影の式に画像上に観測
される量のべき乗として補正項を付加し，点列に最小二
乗法によって直線を当てはめ，共線性のみならず，平行
性，直交性も考慮した．この方式はカメラに対する参照
板の設置が任意であり，参照板中のパタンの位置も知る
必要がないという利点を持っている．ただし，駒形ら [8]
は直線当てはめの残差を評価していなかったの．本論文
では固有値問題の摂動定理に基づく小野寺ら [16] の固有
値最小化法を適用し，任意個数の補正係数を最適化する
一般的な公式を導出し，レーベンバーグ・マーカート法
を導いた．最後に実際の魚眼カメラと大型ディスプレイ
をを用いて実験を行い，直交条件が本質であり，共線条
件と平行条件のみでは偽の解が存在するために正しい校
正ができないことを指摘した．そして車載カメラによる
応用例を示した．

謝辞: 実験の一部を担当して頂いた（株）イーアールディーの
森安亮太氏に感謝します．本研究の一部は文部科学省科学研究
費基盤研究 (C 21500172)の助成によった．
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