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概要
本稿ではコンピュータビジョンにおいてノイズのあるデー

タからの幾何学的推定を最適に行う手法についてまとめる．
まず最適性の解釈を述べ，幾何学的推定が通常の統計的推定
とは異なることを指摘する．そして，ノイズのモデル化，お
よび KCR下界と呼ぶ精度の理論限界について述べる．次に
与えられた評価関数を最小化する方法として，最小二乗法，
最尤推定（その特別の場合が再投影誤差最小化），サンプソ
ン誤差最小化を定式化する．そして，それらのバンドル調整
や FNS 法による数値解法，および最尤推定解の精度をさら
に高める超精度補正について述べる．次に，何らの評価関数
も最小化しない方法として，重み反復法，くりこみ法，超精
度くりこみ法について述べる．最後に数値実験例を示し，超
精度くりこみ法が従来から最も精度が高いと考えられている
最尤推定よりも精度が高く，現時点では最も優れた手法であ
ることを結論する．

目次
1. はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. 背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.1 幾何学的問題の最適化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2 幾何学的推定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.3 ノイズのモデル化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.4 統計的モデルと統計的推定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.5 幾何学的モデルと幾何学的推定 . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.6 KCR下界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3. 最小化に基づく方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.1 最小二乗法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5

3.2 最尤推定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.3 バンドル調整 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.4 撹乱母数とセミパラメトリックモデル . . . . . . . . . . 7

3.5 変換データ空間のノイズの正規近似 . . . . . . . . . . . . 7

3.6 サンプソン誤差最小化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.7 厳密な最尤推定解の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.8 最尤推定解の超精度補正 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

4. 最小化に基づかない法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4.1 重み反復法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9

4.2 くりこみ法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4.3 共分散と偏差の解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4.4 超精度くりこみ法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4.5 最小化に基づかない方法のまとめ . . . . . . . . . . . . . 12

5. 実験例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5.1 精度の評価 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5.2 楕円当てはめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

∗本稿は 2012 年 3 月の情報処理学会コンピュータビジョン研究
会における講演原稿 [25] に加筆したものである．

5.3 基礎行列の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

6. まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6.1 幾何学的推定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6.2 最小化に基づく方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6.3 最小化に基づかない方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6.4 手法間の比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1 はじめに

コンピュータビジョンの最も重要な基礎技術の一つ

は，幾何学的拘束 (geometric constraint)を利用して対
象の 2次元および 3次元形状を計算することである．こ
こで幾何学的拘束というのは，対象が直線である，平

面である，平行である，直交する，あるいはカメラの撮

像が透視投影であるのような，比較的簡単な方程式で

表される図形の性質のことを言う．このような幾何学

的拘束に基づく推論を以下，幾何学的推定 (geometric
estimation)と呼ぶ．観測データにノイズ（以下，デー
タの誤差を “ノイズ”と呼ぶ）がなければ，これは単に
方程式の計算であり，何の問題もない．しかしノイズ

があると，成り立つべき幾何学的拘束が成り立たない．

このような状況で幾何学的推定を “最適”に行う研究は
1980年代から筆者を含む多くの研究者によって精力的
に研究されてきた．本稿ではこれを最新の結果を含め

て概説する．

本稿のメッセージの中心は，“最適”な推定を何らか
の評価関数を最大または最小にすると理解する必要は

ないということである．まず 2節で幾何学的推定の最
適性の解釈を述べ，幾何学的推定が通常の統計的推定

とは異なることを指摘する．そして，幾何学的推定が

仮定したノイズの統計的性質に依存すること，および

ノイズをどのようにモデル化するかを述べ，KCR下界
と呼ぶ精度の理論限界が存在することを指摘する．3節
では最小化に基づく幾何学的推定をまとめる．代表的

な方法は最小二乗法，最尤推定（その特別の場合が再

投影誤差最小化），サンプソン誤差最小化であり，それ

らのバンドル調整や FNS法による数値解法を述べる．
さらに，最尤推定解の精度をさらに高める超精度補正
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図 1 (a) 直線の当てはめ．(b) 楕円の当てはめ．(c) 基礎行列の計算．

を述べる．4節では最小化に基づかない幾何学的推定を
まとめる．そして，重み反復法，くりこみ法，およびく

りこみ法を改良した超精度くりこみ法について述べる．

5節では手法間の精度を比較する実験例を示し，超精度
くりこみ法が従来から最も精度が高いと考えられてい

る最尤推定よりも精度が高いことを指摘する．そして，

これがノイズにロバストであり，現時点では最も優れ

た手法であることを結論する．

2 背景

2.1 幾何学的問題の最適化

幾何学的推定の最適化は普通の意味の “最適化”とは
異なる．普通の意味の “最適化”とは与えられた評価関
数を最大または最小にする解を求めることである．こ

れは利益や利得や効率を最大にする解を計算したり，損

失や誤差や遅延を最小にする解を計算するなど，工学

のあらゆる問題の基礎である．しかし，これから述べ

るように，コンピュータビジョンの幾何学的推定は “与
えられた方程式の解を求める”ことである．それならた
だ解けばよいように思えるが，問題は

• ノイズを含むデータから構成した方程式には解が
存在しない

ということである．そこで

• データにノイズがなければその方程式は唯一の解
を持つ

と仮定して，その解を推定する．観測が理想的である場

合に得られると期待される値をデータの “真の値”，そ
のときに方程式が持つ唯一の解を “真の解”と呼ぶ．こ
れらを推定する手がかりはノイズの統計的な性質であ

る．すなわち，本稿で述べる幾何学的推定とは

• ノイズの統計的性質を適切に仮定し，それを利用
して，方程式がデータの真値から構成された場合

に持つであろう解を推論する

ということである．この意味で，幾何学的推定は仮定

するノイズの統計的性質に依存する．この問題を何ら

かの評価関数を最小にするという通常の最適化に帰着

させて解くことも可能であるが，本稿で強調したいこ

とは，必ずしもその必要はないということである．実

際，幾何学的推定は何らの評価関数を最小にすること

なしに実行できる．以下ではこのことを系統的に説明

する．

2.2 幾何学的推定

本稿で考える幾何学的推定は次のように数学的に定

式化される．理想的に観察される（ベクトル）データ

xは，θをパラメータ（ベクトル）とするある方程式

F (x;θ) = 0 (1)

を満たすとする．これを幾何学的拘束 (geometric con-
straint)と呼ぶ．課題はノイズを含むデータ xα, α = 1,
..., N から θを推定することである．具体的には

F (xα; θ) ≈ 0, α = 1, ..., N (2)

となる θ を計算することである．コンピュータビジョ

ンの多くの問題では，このようにして求めた θから画

像に写っている対象の位置や形状や運動を計算するこ

とができる．多くの問題ではパラメータを付け替えて，

F (x; θ)を θ に関して線形（しかし，データ xに関し

ては非線形）に記述することができる．その場合は式

(1)は次の形になる．

(ξ(x), θ) = 0 (3)

ここに ξ(x)は xのある（ベクトル値）非線形関数であ

り，各成分 ξi(x)はパラメータ θi のかかっている xの

（非線形）項をまとめたものである．式 (1)にパラメー
タのかかっていない xの項が足されている場合も，形

式的に未知数がかかっていると見なす．以下，本稿では

ベクトル a, bの内積を (a, b)と書く．式 (3)の形から
分かるように θに定数倍の不定性がある．これを除く

ために以下 θを ‖θ‖ = 1と単位ベクトルに正規化する．

【例 1】 （直線の当てはめ）与えられた点列 (xα, yα),
α = 1, ..., N に直線

Ax + By + C = 0 (4)

を当てはめる（図 1(a)）．このとき

ξ(x, y) ≡ (x, y, 1)>, θ ≡ (A, B, C)> (5)
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]と置けば，式 (4)は次のように書ける．

(ξ(x, y), θ) = 0 (6)

【例 2】 （楕円の当てはめ）与えられた点列 (xα, yα),
α = 1, ..., N に楕円

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2(Dx + Ey) + F = 0 (7)

を当てはめる（図 1(b)）．このとき

ξ(x, y) ≡ (x2, 2xy, y2, 2x, 2y, 1)>,

θ ≡ (A, B, C, D, E, F )> (8)

と置けば，楕円の式 (7)は次のように書ける．

(ξ(x, y), θ) = 0 (9)

【例 3】 （基礎行列の計算）同一シーンを異なる位置

から撮影した 2画像において，第 1画像の点 (x, y)が
第 2 画像の点 (x′, y′)に対応しているとき（図 1(c)），
両者は次のエピ極線方程式 (epipolar equation)を満た
す [12, 24]．

(

 x

y

1

 , F

x′

y′

1

) = 0 (10)

ただし，F はそれぞれの画像を撮影したカメラの相対位

置や内部パラメータに依存するランク 2の行列であり，
基礎行列 (fundamental matrix)と呼ばれる [12, 24]．こ
れを画像中の対応点から計算することにより，カメラ位

置やシーンの 3次元形状を計算することができる．こ
のとき，

ξ(x, y, x′, y′) ≡ (xx′, xy′, x, yx′, yy′, y, x′, y′, 1)>, (11)

θ ≡ (F11, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33)> (12)

と定義すると，式 (10)は次のように書ける．

(ξ(x, y, x′, y′), θ) = 0 (13)

これらの例では拘束を表す式が一つ（スカラ方程式）の

場合であるが，以下の議論は複数の式（ベクトル方程

式）の場合に容易に拡張できる．しかし，式の添字が

増えて記述が煩雑になるので，本稿ではスカラ方程式

の場合について説明する．

ところで，式 (5), (8), (11)のベクトルの成分として
定数 1が現れている．もし，x, y や x′, y′ が非常に大

きい値であると，そのまま計算すると計算機内の有限

長演算の丸め誤差の影響が現れて精度が低下する．こ

れを防ぐにはあらかじめデータに適切な定数を掛けて

スケールを調節して，x, y, x′, y′をO(1)に正規化する

必要がある [10]．しかし，本稿では理論に集中するため
に，そのような実際の数値計算上の考慮については触

れないことにする．

以上ではデータxαの真値 x̄αは式 (3)の拘束を厳密に
満たすと仮定しているが，実際のコンピュータビジョン

応用では画像処理アルゴリズムが完全ではないため，何

らかの原因で拘束を満たさないデータが紛れ込むことが

多い．そのようなデータをアウトライア (outlier)，ある
いは外れ値と呼び，その検出と除去は重要な問題である．

それに対して，ノイズがなければ拘束を満たすべきデー

タをインライア (inlier)と呼ぶ．しかし，アウトライアは
普通は「拘束を満たさない」という以外には何の仮定も

できないので，理論解析が困難である．実際によく行わ

れるのは，アウトライアが存在しないとしてパラメータ

θを計算し，その結果が全データによく合致するか，デー

タの一部分から θを計算すると違う結果が得られるか，

などを繰り返して検査する投票法 (voting)である．代
表的なのは RANSAC (Random Sampling Consensus)
[8]と最小メジアン法 (least median of squares; LMedS)
[49]である．またアウトライアに左右されない推定はロ
バスト推定 (robust estimation) [13]と呼ばれ，拘束か
ら大きく外れるデータの影響を無視するM推定子 (M-
estimator)がよく使われる．いずれにせよ，アウトラ
イア検出はアウトライアがない場合の推定と組み合わ

せるので，本稿では以下，インライアに対する推定の

みを考える．

2.3 ノイズのモデル化

ここで言う “ノイズ”とは画像から得た “データの不
正確さ”のことであり，物理実験や通信などに現れるよ
うな “時間，空間に渡る不規則な揺らぎ” ではないこと
に注意．データの抽出には特徴点検出やエッジ検出の

ような画像処理アルゴリズムを使うので，得られた結

果にはある程度の不確定さがある．これをモデル化す

るために，観測値 xαはその真値 x̄αに期待値 0，共分

散行列 V [xα]の確率変数∆xαが加わったとみなし，こ

れは各 αごとに独立であるとする．さらに，共分散行

列 V [xα]は定数倍を除いて既知とする．具体的にはあ
る共通の未知の定数 σがあって

V [xα] = σ2V0[xα] (14)

の形に書けて，V0[xα]のみが既知であるとする．これ
は，実際問題として不確定性の絶対的大きさを測定する

ことが困難であるということ，および以下示すように，

パラメータ θが σに無関係に V0[xα]のみから推定でき
るという事実を反映したものである．以下，未知の定

数 σ をノイズレベル (noise level)，既知の行列 V0[xα]
を正規化共分散行列 (normalized covariance matrix)と
呼ぶ．

上記のように xαを確率変数とみなせば，それを変換
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]した ξ(xα)（以下，これを ξαと書く）も確率変数であ

る．その共分散行列も V [ξα] = σ2V0[ξα]の形に書くと，
その正規化共分散行列 V0[ξα]は第 1近似において，写
像 ξ(x)のヤコビ行列 ∂ξ/∂xを使って次のように評価

できる．

V0[ξα] =
∂ξ

∂x

∣∣∣∣
x=x̄α

V0[xα]
∂ξ

∂x

∣∣∣∣>
x=x̄α

(15)

これは真値 x̄αを含んでいるので実際の計算では観測値

xαで近似する．多くの実験でこの近似は最終結果に影

響を及ぼさないことが確認されている．また V0[ξα]は
ヤコビ行列による 1次近似に基づいているが，2次以上
の項を考慮しても最終結果に影響がないことが確認さ

れている．

なお，xαのノイズが正規分布だとしても，それを非

線形変換した ξα のノイズはもはや正規分布ではない．

しかし，ノイズが小さいときは正規分布に似た分布で

あると期待される．これを正規分布で近似するとどの

程度の差が現れるかが問題となるが，これについては

後で述べる．

2.4 統計的モデルと統計的推定

本稿で述べる幾何学的推定 (geometric estimation)は
確率的，統計的議論に基づいているが，通常の統計学

の教科書に載っている推定問題（以下，これを統計的

推定 (statistical estimation)と呼ぶ）とはいろいろな点
で異なっている．幾何学的推定に関する多くの誤解は

この相違をよく理解しないことから生じている．

標準的な統計的推定は，観測データ x1, ..., xN が未

知パラメータ θをもつ確率密度 p(x|θ)からランダムに
サンプルされたとみしたとき，θを推定する問題として

定式化される．この p(x|θ)は統計的モデル (statisitcal
model)と呼ばれ，データ x1, ..., xN の発生メカニズム

を説明するものである．すなわち，θで説明される未知

のメカニズムから発生するデータを多数観察して，そ

の発生メカニズムを推定するものである．当然，多数の

データを観測すればするほど推定の精度が上がる．そ

こでデータ数N を増やしたときの精度の向上の程度の

N → ∞に対する漸近解析がよく研究されている．こ
の統計的推定の方法は次のように大別できる．

最小化原理 指定した評価関数 J(x1, ...,xN ; θ)を最小
にするθを選ぶ．代表例は最尤推定 (maximum like-
lihood estimation)であり，

J = −
N∑

α=1

log p(xα|θ) (16)

を最小にする．これはデータの尤度 (likelihood)∏N
α=1 p(xα|θ)を最大化するものであるが，計算の
便宜上，対数をとって符号を変えた負対数尤度 (neg-
ative log-likelihood)を最小化している．さらにパ

ラメータ θの事前確率 (a priori probability) p(θ)
を導入して

J = −
N∑

α=1

log p(xα|θ) − log p(θ) (17)

を最小にするものが事後確率最大化 (maximum a
posteriori probability; MAP)である．これはベイ
ズの定理 (Bayes theorem)によって定まる事後確
率 (a posteriori probability)を最大にする θ を選

ぶことに相当する．これもベイズ推定 (Bayesian
estimation)の一種であるが，事後確率を最大にす
る θ そのものではなく，事後確率分布全体を用い

て定義したベイズリスク (Bayes risk) を最小にす
るのが一般のベイズ推定である．

推定関数の方法 次の形の（一般に連立）方程式を解い

て θを定める．

g(x1, ...,xN ; θ) = 0 (18)

このような方程式を推定方程式 (estimating equa-
tion) と呼び [9]，関数 g を推定関数 (estimating
function)と呼ぶ．推定関数 gとして

g = −
N∑

α=1

∇θ log p(xα|θ) (19)

をとれば最尤推定となる（∇θは θに関するベクト

ル値微分）．このように推定関数の方法は最小化原

理を拡張したものである．しかし，推定関数 g は

何らかの評価関数の導関数である必要はなく，解

が望ましい性質を持つように調節することができ

る．望ましい性質としては不偏性 (unbiasedness)，
一致性 (consistency)，有効性 (efficiency)などがあ
る．この意味で，推定関数の方法は最小化原理よ

りも柔軟であり，より高精度の解を得る可能性を

秘めている．

2.5 幾何学的モデルと幾何学的推定

本稿で述べる幾何学的推定が上述の統計的推定と大き

く異なるのは，推論の出発点が単に「データの真値が式

(1)または式 (3)の拘束を満たしている」という仮定の
みであることである．これを幾何学的モデル (geometric
model)と呼ぶ．これはデータの真値が満たさなければ
ならない幾何学的関係を指定しているだけで，具体的

にデータ xαの発生メカニズムを説明しているわけでは

ない．このため，xαをパラメータ θによる直接的な式

で表すことは一般にはできない．

統計的推定とのもう一つの相違点は，統計的推定が

ある統計的モデル（＝確率密度）から繰り返してサン

プルされた多数のデータに基づくのに対して，幾何学

的推定は理想的には幾何学的モデルを満たすとみなす
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]“一組”のデータ {x1, ..., xN}に基づくことである．当
然，ノイズが少ないほど正確な推定ができる．したがっ

て，ノイズレベル σに着目して，精度の σ → 0に対す
る摂動解析がよく研究されている．コンピュータビジョ

ンにおいては N → ∞に対する漸近解析はそれほど意
味がない．それは画像から画像処理によって抽出でき

るデータ数が非常に限られているからである．通常は

抽出したデータごとにその信頼性の指標が与えられて

いて，幾何学的推定には信頼性指標の高いデータのみ

を用いる．もし多くのデータを用いようとすると信頼

性指標の低いものまで使わなければならないが，それ

らは誤検出あるいは誤対応である可能性が高い．

幾何学的推定に対しても統計的推定と同様に，二つ

の方法が考えられる．

最小化に基づく方法 指定した評価関数を最小にする θ

を選ぶ．コンピュータビジョンにおいてはこれが

標準とみなされている．

最小化に基づかない方法 指定した方程式を解いて θを

定める．その方程式は何らかの関数の導関数が 0と
いう形をしている必要はなく，何らかの評価関数

を最大または最小にするものとは限らない．これ

は最小化に基づく方法より一般的であり，解くべ

き方程式を解が望ましい性質を持つように調節す

ることができる．この意味で最小化よりも柔軟で

あり，より高精度の解を得る可能性を秘めている．

しかし，このような考え方はコンピュータビジョン

においてはほとんど知られていない．

2.6 KCR下界

最小化に基づく方法でも最小化に基づかない方法で

も，幾何学的推定には精度の理論限界が存在する．こ

れは次のように定式化できる．観測データ ξα の真値

ξ̄α は未知パラメータ θに対して拘束 (ξ̄α, θ) = 0を満
たすとする．データ ξ1, ..., ξN から何らかの方法で推

定した θ の値を θ̂ とすれば，これは {ξα}N
α=1 の関数

であり，θ̂({ξα}N
α=1)と書ける．この関数を θの推定量

(estimator)と呼ぶ．推定の誤差を∆θとするとき，す

なわち θ̂ = θ + ∆θと書けるとき，推定量 θ̂の共分散

行列を

V [θ̂] = E[∆θ∆θ>] (20)

と定義する．ただし，E[ · ]は確率変数とみなした観測
データ {ξα}N

α=1 に関する期待値である．このとき

• 各 ξαはその真値 ξ̄αに期待値 0，共分散行列 V [ξα]
= σ2V0[ξα]の正規分布に従うノイズが各 αに独立

に加わっている．

• θ̂({ξα}N
α=1)は不偏推定量 (unbiased estimator)で

ある．すなわち，真値 θ が何であれ E[θ̂] = θ が

成り立つ．

と仮定できれば，次の不等式が成り立つ [5, 18, 19, 23]．

V [θ̂] Â σ2

N

( 1
N

N∑
α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(θ, V0[ξα]θ)

)−
(21)

ただし，A Â B はA − B が半正値対称行列であるこ

とを表す．また ( · )−は一般逆行列を表す．上式の右辺
を Chernovら [5]は KCR (Kanatani-Cramer-Rao)下
界 (KCR lower bound)と呼んでいる．式 (21)は単一
の拘束 (ξ̄α, θ) = 0の場合であるが，拘束が複数ある場
合にも自然に拡張される [31, 42, 53]．

3 最小化に基づく方法

まず，コンピュータビジョンにおいて広く用いられて

いる最小化に基づく幾何学的推定の方法をまとめる．

3.1 最小二乗法

これは，真値 ξ̄α が (ξ̄α, θ) = 0 を満たすことから，
ノイズのあるデータ ξα に対して

J =
1
N

N∑
α=1

(ξα, θ)2 (22)

を最小にする θ を選ぶものである．θ の定数倍の不

定性を除くために ‖θ‖ = 1 と正規化することは，∑N
α=1(ξα, θ)2/‖θ‖2を最小にすることもとみなせる．式

(22)は次のように書き直せる．

J =
1
N

N∑
α=1

(ξα, θ)2 =
1
N

N∑
α=1

θ>ξαξ>
α θ

= (θ,
1
N

N∑
α=1

ξαξ>
α︸ ︷︷ ︸

≡M

θ) = (θ, Mθ) (23)

これは行列M に関する 2次形式であるから，よく知ら
れているように，これを最小にする単位ベクトル θは

M の最小固有値に対する単位固有ベクトルである [20]．
この方法は二乗和を最小にすることから最小二乗法

(least square)と呼ばれるほか，式 (22)は代数距離 (al-
gebraic distance)とも呼ばれ，それを最小にすること
から代数距離最小化 (algebraic distance minimization)
とも呼ばれる．これは探索を必要とせず，直接に解が求

まることから広く用いられているが，解には大きな統

計的偏差 (statistical bias)があることが知られている．
例えば【例 2】の楕円当てはめではほとんど常に真の楕
円に比べて小さい楕円が当てはまる．このために精密

な推定には不向きであり，おおまかな推定，2.2節で述
べたアウトライア除去のための投票，反復手法の出発

値の計算などに用いられる．

3.2 最尤推定

各データ xαのノイズが期待値 0，共分散行列 V [xα]
= σ2V0[xα]の独立な正規分布であるという仮定から，
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]

xα

xα

(      -      , V [     ]   (     -       )) = constantxαxα xαxαxα0

(        , θ) = 0ξ(   )x

-1

図 2 x 空間の点 xα に超曲面 (ξ(x), θ) = 0を当て
はめる．

マハラノビス距離 (Mahalanobis distance)を

J =
1
N

N∑
α=1

(xα − x̄α, V0[xα]−1(xα − x̄α)) (24)

と定義すると，尤度は Ce−NJ/2σ2
と書ける（C は x̄α

や θに関係しない正規化定数）. ゆえに尤度を最大化す
る最尤推定 (maximum likelihood estimation)は式 (24)
を制約条件

(ξ(x̄α), θ) = 0 (25)

のもとで最小化することと等価である．特にノイズが一

様 (homogeneous)（αによらない），かつ等方 (isotropic)
（方向に偏りがない）であれば V0[xα] = I（単位行列）

と置くことができるので，式 (24)は

J =
1
N

N∑
α=1

‖xα − x̄α‖2 (26)

と書ける．これを式 (25) のもとで最小化することは，
コンピュータビジョンの分野では幾何学的距離最小化

(geometric distance minimization)，数値解析の分野で
は全最小二乗法 (total least square; TLS)と呼ぶことが
多い1．特に x̄α が仮定した 3次元構造を画像上に投影
した位置，xαがその実際の観測位置である場合に，式

(26)は再投影誤差 (reprojection error)と呼ばれ，これ
を式 (25)のもとで最小化することを再投影誤差最小化
(reprojection error minimization)とも呼ばれる．
この最尤推定は幾何学的には，データ空間のN 個の

データ点 xα に式 (ξ(x), θ) = 0が定義する超曲面を当
てはめていると解釈できる (図 2)．ただし，各点と超曲
面の隔たりを通常のユークリッド距離で測るのではな

く，共分散行列の逆行列で重みづけした式 (24)のマハ
ラノビス距離で測っている．

コンピュータビジョンの分野ではこれは最も精度が

高い推定法とみなされ，黄金律 (Gold Standard)とも
呼ばれている [12]．しかし，これは複雑な非線形最適化

1それに対して例えばデータ xα が 2次元位置 xα = (xα, yα)の
ときに x座標 xα にはノイズがないとして，(1/N)

PN
α=1(yα− ȳα)2

を最小にするなど，データ xα の一部の成分のみがノイズを含むと
みなす場合が部分最小二乗法 (partial least square; PLS) と呼ばれ
る．

P(X,Y,Z)

(x, y) (x’, y’) (x’’, y’’)

図 3 バンドル調整による多画像からの 3次元復元．

問題であり，直接的に解くのが困難である．その原因

は，式 (25)がデータ x̄αの陰関数であることにある．式

(25)を x̄α について解いて θ の式として表せれば，そ

れを式 (24)に代入することによって制約なしの最適化
問題となるが，多くの場合（例えば第 2節の【例 1】，
【例 2】，【例 3】），式 (25) を x̄αについて解くことがで

きない．

3.3 バンドル調整

式 (24)を式 (25)のもとで最小化する一つの方法は，
問題に即して xα ごとに何らかの補助変数 (auxiliary
variable) Xα を導入して，x̄α を

x̄α = x̄α(Xα, θ) (27)

の形に表すことである．そして，これを式 (24)に代入
した

J({Xα}N
α=1,θ) =

1
N

N∑
α=1

(xα − x̄α(Xα, θ), V0[xα]−1(xα − x̄α(Xα, θ)))

(28)

を {Xα}N
α=1, θの全パラメータ空間を探索して最小化

する．

典型的な例は多画像からの 3次元復元である（図 3）．
その場合はxαはシーン中の第α点の各画像上の投影位

置となり，xα = (xα, yα, x′
α, y′

α, ..., x′′
α, y′′

α) の形をして
いる．未知数 θはすべてのカメラの位置や向きなどの外

部パラメータ (extrinsic parameters)，および焦点距離
(focal length)や光軸点 (principal point)などの内部パ
ラメータ (intrinsic parameters)を指定する変数である．
補助変数として各点の 3次元位置Xα = (Xα, Yα, Zα)
をとれば，各観測データ xα の真値 x̄α がXα, θの式

x̄α(Xα, θ)として表せる．これは 3次元位置Xα を θ

で指定されるカメラで撮影したときに観測されるはず

の画像上の投影位置を表すものである．これと実際の

各観測データxα との食い違い，すなわち再投影誤差を

{Xα}N
α=1, θ の全パラメータ空間を探索して最小化す

る．これはバンドル調整 (bundle adjustment)と呼ばれ
[14, 38, 43, 55]，Web上にツールも提供されている [38]．
探索するパラメータ空間の次元は 3N + (θの次元)で
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]あり，観測点数が多いと非常に高次元になる．バンド

ル調整という名称は写真測量学 (photogrammetry)か
ら来たものであり，視線 (bundle)を画像に合うように
調節するという意味である．

バンドル調整の考え方は 3次元復元に限らない．例
えば【例 1】の直線当てはめや【例 2】の楕円当てはめ
では，各点の基準点から直線あるいは楕円に沿った弧

長 (arc length)を補助変数とすれば，各点の真の位置
を直線あるいは楕円のパラメータと弧長によって表す

ことができる．楕円の場合は弧長の代わりに x軸から

測った偏角 (argument)を用いてもよい．そして，全パ
ラメータ空間を探索する [51]．基礎行列の場合も同様
な計算ができる [4]．
パラメータ空間の探索の代表的な方法はガウス・ニュー

トン (Gauss-Newton) 法と勾配法 (gradient method)
を融合したレーベンバーグ・マーカート (Levenberg-
Marquardt)法 [21, 47]である．しかし，探索の初期値
の与え方によっては局所解に陥る可能性があり，これ

を防ぐための大域的探索の手法もいろいろ研究されて

いる [11, 52]．代表的な方法は，局所的に関数 J の下限

を与える関数を導入し，探索範囲を区分して，その下

限が既に調べた値を上回るような領域を除外し，そう

でない領域を再帰的に細分する分枝限定法 (branch and
bound)である [11, 15]．これは下限の解析が非常に複
雑で，多くの計算時間を要する．

3.4 撹乱母数とセミパラメトリックモデル

式 (28)のように補助変数Xαを導入すると，補助変

数Xαは観測データxαと同じ個数だけあるので，観測

データが増えるほど未知数が増加する．2.4節で述べた
ように統計的推論では観測データ数 N に関して N →
∞に対する未知数の推定精度の漸近解析が問題にされ
るが，観測データが増えると同時に未知数も増加する

のでは解析が変則的になる．このため，このような未

知数Xα は統計学では撹乱母数 (nuisance parameter)
と呼ぶ．それに対して，θを本当に知りたいパラメータ

とみなして構造母数 (structural parameter)あるいは注
目母数 (parameter of interest)と呼ぶ．このとき，撹
乱母数があれば，通常は成り立つ最尤推定の N → ∞
の漸近解析が成立しないことが Neymanら [41]によっ
て指摘され，ネイマン・スコット問題 (Neyman-Scott
problem)と呼ばれている．2.5節で指摘したように，コ
ンピュータビジョンでは N → ∞の漸近解析はあまり
意味を持たないが，統計学の多くの分野では推定精度

向上のために繰り返しサンプリングを行うので，これは

重要な問題である．撹乱母数が存在するときのN → ∞
の精度を向上させる一つの方法はXα をある確率分布

（N が増えても変化しないと仮定する）から発生したサ

ンプルとみなして，その分布自体を推定することであ

る．これはセミパラメトリックモデル (semiparametric

ξα

ξα

(      -      , V [     ]   (     -       )) = constantξαξα ξαξαξα0

ξ(   , θ) = 0

-1

図 4 ξ 空間の点 ξα に超平面 (ξ, θ) = 0 を当ては
める．

model)と呼ばれている [2, 3]．Okataniら [44]は 3次
元形状復元に対してこれを試みている．

3.5 変換データ空間のノイズの正規近似

バンドル調整に伴う多次元パラメータ空間の探索を

避ける方法は，変換データ空間のノイズを正規分布で

近似することである．2.3節で述べたように，元のデー
タ xαのノイズは正規分布であるとしても，非線形変換

したデータ ξα = ξ(xα)のノイズは厳密には正規分布
ではない．しかし，ノイズが小さいと正規分布に似た

分布であろうから，ほぼ正規分布とみなせるであろう．

そうすると計算が容易になる．

具体的には変換データ ξα には期待値 0，式 (15)か
ら計算した共分散行列 V [ξα] = σ2V0[ξα]の正規分布に
従うノイズが加わっているとみなして ξ 空間で最尤推

定を行う．すなわち，ξ空間のマハラノビス距離

J =
1
N

N∑
α=1

(ξα − ξ̄α, V0[ξα]−1(ξα − ξ̄α)) (29)

を制約条件

(ξ̄α, θ) = 0 (30)

のもとで最小化する．これは幾何学的には ξ空間のN

個のデータ点 ξα に式 (ξ, θ) = 0が定義する “超平面”
を当てはめていると解釈できる (図 4)．ただし，各点と
超平面の隔たりを ξ空間での共分散行列の逆行列で重

みづけしたマハラノビス距離で測る．このときは，式

(30)が ξ̄α に関して “線形”であるため，ラグランジュ
乗数によって制約条件を消去して，式 (29)を次の形に
書き直すことができる．

J =
1
N

N∑
α=1

(ξα,θ)2

(θ, V0[ξα]θ)
(31)

3.4 節の統計学の用語を用いれば，撹乱母数を消去し
たことに相当する．式 (31) は今日では楕円当てはめを
研究した Sampson [50] にちなんで，サンプソン誤差
(Sampson error)と呼ばれている [12]．

3.6 サンプソン誤差最小化

式 (31)のサンプソン誤差を最小にする θを計算する

いろいろな手法が提案されているが，代表的なものは
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]Chojnackiら [7]による FNS法 (Fundamental Numer-
ical Scheme)である．その手順は次のようになる．

1. Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

2. 次の行列M , Lを計算する．

M =
1
N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α ,

L =
1
N

N∑
α=1

W 2
α(θ0, ξα)2V0[ξα] (32)

3. 固有値問題
(M − L)θ = λθ (33)

を解いて，最小固有値 λに対する単位固有ベクト

ル θを計算する2 ．

4. 符号を除いて θ ≈ θ0なら θを返して終了する．そ

うでなければ次のように更新してステップ (2) に
戻る．

Wα ← 1
(θ, V0[ξα]θ)

, θ0 ← θ (34)

背景は次の通りである．この反復が収束した時点で式

(32)の行列M , Lは次のようになっている．

M =
1
N

N∑
α=1

ξαξ>
α

(θ, V0[ξα]θ)
,

L =
1
N

N∑
α=1

(θ, ξα)2V0[ξα]
(θ, V0[ξα]θ)2

(35)

式 (31)のサンプソン誤差を θで微分すると，上式の行

列M , Lによって

∇θJ = 2(M − L)θ (36)

と書けることが確かめられる．そして上記の反復が収

束するなら，式 (33) の固有値 λ は 0 でなければなら
ないことが示される．ゆえに上記の手順で得られる θ

は ∇θJ = 0の解である．式 (31)を最小化する手法は
FNS法以外に Leedanら [37]やMateiら [39]の HEIV
法，Kanataniら [33]の射影ガウス・ニュートン法があ
り，いずれも同じ解を計算する．なお，Wα = 1として
最初に計算される解（“初期解”と呼ぶ）は明らかに式
(22)を最小にする 3.1節の最小二乗法に一致している．
上の手順は単一の拘束 (ξ̄α, θ) = 0の場合であるが，拘
束が複数ある場合にも自然に拡張される [42, 53]．

3.7 厳密な最尤推定解の計算

式 (31)のサンプソン誤差は，3.5節で述べたように，
変換したデータ ξαのノイズを正規分布で近似するもの

であるから，厳密には式 (24)のマハラノビス距離に一
2絶対値最小の固有値に対する固有ベクトルを計算してもよりが，

単に最小の固有値に対する固有ベクトルを計算するほうが収束が速
いことが確かめられている [33]．

致しない．しかし，サンプソン誤差を最小にする解 θ

を利用して，式 (31)を逐次的に補正し，式 (24) のマハ
ラノビス距離に一致させることができる．これによっ

て次のようにして厳密な最尤推定解を計算することが

できる [34, 36]．

1. J∗
0 = ∞（十分大きい数），x̂α = xα, x̃α = 0, α

= 1, ..., N と置く．

2. 正規化共分散行列 V0[ξ̂α]を，その計算過程の xα

を x̂α に置き換えて計算する．

3. 次の ξ∗
α を計算する．

ξ∗
α = ξα +

∂ξ

∂x

∣∣∣∣
x=xα

x̃α (37)

4. 次の修正サンプソン誤差 (modified Sampson error)
を最小にする θを計算する．

J∗ =
1
N

N∑
α=1

(ξ∗
α, θ)2

(θ, V0[ξ̂α]θ)
(38)

5. x̃α, x̂α を次のように更新する．

x̃α ← (ξ∗
α,θ)V0[xα]

(θ, V0[ξ̂α]θ)

∂ξ

∂x

∣∣∣∣>
x=xα

θ, x̂α ← xα − x̃α

(39)
6. J∗ の値を次のように計算する．

J∗ =
1
N

N∑
α

(x̃α, V0[xα]x̃α) (40)

そして J∗ ≈ J0なら θを返して終了する．そうで

なければ J0 ← J∗と更新してステップ (2)に戻る．

式 (38)の修正サンプソン誤差は式 (31)のサンプソン誤
差と同じ形をしているから，FNS法によって最小化す
ることができる．HEIV法や射影ガウス・ニュートン法
を用いてもよい．しかし，実験によると，ほとんどの問

題でサンプソン誤差最小化を 4, 5回繰り返せば収束し，
しかも，それによって θの冒頭の有効数字 4, 5桁は変
わらず，末尾の桁が多少変化するだけである [32, 40]．
このことから，実際問題ではサンプソン誤差最小化は

実質的に最尤推定解を計算しているとみなすことがで

きる．

3.8 最尤推定解の超精度補正

最尤推定解，あるいはサンプソン誤差最小化の解は

非常に精度が高いことが知られているが，詳細な誤差

解析によると O(σ2)の偏差があることが分り，しかも
その理論評価ができる [23]．ということは，評価した
偏差を差し引けば，最尤推定解の精度をさらに向上さ

せることができる．これは超精度補正 (hyperaccurate
correction)と呼ばれ，次のようになる [22, 23, 26]．

1. 最尤推定解 θとそれに対する式 (35)の行列M か

ら二乗ノイズレベル σ2を次のように推定する．た
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]だし nはベクトル θの次元である．

σ̂2 =
(θ, Mθ)

1 − (n − 1)/N
(41)

2. 次のように補正項を計算する．

∆cθ = −σ2

N
M−

n−1

N∑
α=1

Wα(eα, θ)ξα

+
σ̂2

N2
M−

n−1

N∑
α=1

W 2
α(ξα,M−

n−1V0[ξα]θ)ξα

(42)

ただし，eαは問題ごとに個別に指定されるベクト

ルであり，M−
n−1 はM のランク n − 1の（スペ

クトル分解において最小固有値を 0に置き換えた）
一般逆行列である．

3. 最尤推定解 θを次のように補正する．

θ ← N [θ − ∆cθ] (43)

と補正する．ただし，N [ · ]は単位ベクトルへの正
規化作用素である (N [a] ≡ a/‖a‖)．

なお，文献 [22, 23]では式 (42)の第 1項が省略されて
いる．ベクトル eαは多くの問題では 0になり，例えば

【例 1】の直線当てはめや【例 3】の基礎行列の計算の
ほか，複数の画像を用いる推定問題では通常 0になる．

0でない代表例は【例 2】の楕円当てはめであり，eα =
(1, 0, 1, 0, 0, 0)> となるが [26]，その影響は無視できる
程度に非常に小さい．

上記の超精度補正は式 (3)の形に基づく幾何学的推
定に解析であるが，統計的推定においても 3.4節で述べ
た撹乱母数のある問題に対する通常の最尤推定は偏差

を生じることが知られ，その解析や偏差の除去が研究

されている．Okataniら [45, 46]はそれに基づいて，補
助変数を導入した式 (27)の形で，拘束が定義する超曲
面の曲率と偏差の関係の解析による偏差の除去や射影

スコア (projected score)に基づく偏差の除去を試みて
いる．

コンピュータビジョンの分野では多くの研究者が，最

尤推定（その特別の場合が再投影誤差最小）が最も高精

度であると考えていたので，このように最尤推定解の

精度がさらに向上するということは注目すべき事実で

ある．しかし，上記の超精度補正を施すためには，まず

最尤推定解を FNS法などによって計算しなければなら
ない．このことから新しい問題が提起される．例えば

FNS法を修正するなどして，直接に超精度補正された
解を計算することはできないであろうか．本稿では，こ

れが最小化に基づかない方法で実現できることを示す．

4 最小化に基づかない方法

4.1 重み反復法

古くから用いられた最小化に基づかない方法に次の

重み反復法 (iterative reweight)がある．

1. Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

2. 次の行列M を計算する．

M =
1
N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α (44)

3. 固有値問題
Mθ = λθ (45)

を解いて，最小固有値 λに対する単位固有ベクト

ル θを計算する．

4. 符号を除いて θ ≈ θ0なら θを返して終了する．そ

うでなければ次のように更新してステップ (2) に
戻る．

Wα ← 1
(θ, V0[ξα]θ)

, θ0 ← θ (46)

この方法の動機は次式を最小にする重み付き最小二乗

法 (weighted least squares)である．

1
N

N∑
α=1

Wα(ξα, θ)2 =
1
N

N∑
α=1

Wαθ>ξαξ>
α θ

= (θ,
1
N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α︸ ︷︷ ︸

≡M

θ) = (θ,Mθ) (47)

よく知られているように，上式を最小にする θは行列

M の最小固有値に対する単位固有ベクトルである．統

計学でよく知られているように，各項の重みWαはその

項の分散の逆数に比例するようにとるのが最適である

[52]．(ξ̄α, θ) = 0であるから (ξα, θ) = (∆ξα, θ) + · · ·
であり，分散の主要項は

E[(∆ξα, θ)2] = E[θ>∆ξα∆ξ>
α θ]

= (θ, E[∆ξα∆ξ>
α ]θ) = σ2(θ, V0[ξα]θ) (48)

である．ゆえに

Wα =
1

(θ, V0[ξα]θ)
(49)

ととるのが最適であるが，θ は未知である．そこで反

復を行い，前回の反復で求めた θから重みWαを定め，

これを反復する．Wα = 1として最初に計算される初
期解は明らかに式 (22)を最小にする 3.1節の最小二乗
法に一致している．

式 (49)を式 (47)に代入すると式 (31)のサンプソン
誤差に一致する．したがって，式 (46) のように重みを
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]更新すると，サンプソン誤差が最小化されるように思

える．しかし，上記の反復の各ステップでは，式 (31)
の分母を前ステップで計算した値から決まる定数とみ

なして，分子を最小にする θを計算している．その結

果，反復が収束した時点では任意の θ′ に対して

1
N

N∑
α=1

(ξα, θ)2

(θ, V0[ξα]θ)
≤ 1

N

N∑
α=1

(ξα, θ′)2

(θ, V0[ξα]θ)
(50)

となっているが，次式が成り立つとは限らない．

1
N

N∑
α=1

(ξα, θ)2

(θ, V0[ξα]θ)
≤ 1

N

N∑
α=1

(ξα, θ′)2

(θ′, V0[ξα]θ′)
(51)

すなわち，重み反復法はサンプソン誤差を最小化する

ものではなく，何かの評価関数を最小にするものでは

ない．この点がこれまで多くの人によって誤解されて

きた．

詳しい解析 [23]によると，重み反復法の解 θの共分

散行列 V [θ]は O(σ4)を除いて 2.6節のKCR下界に一
致することが示される．したがって解の分散をこれ以上

改善することはできない．しかし，実験によると [19]，
この方法は最小二乗法と同様に，大きな偏差があるた

めに精度が低い．これを改善する方法として次の二つ

が考えられる．

• 式 (31)のサンプソン誤差を厳密に最小化する．
• 重み反復法の偏差を除去する．

前者が Chojnackiら [7]の FNS法や Leedanら [37]や
Mateiら [39]の HEIV法である．後者が筆者が提案し
たくりこみ法である．

4.2 くりこみ法

筆者のくりこみ法 (renormalization)は次のように記
述できる [16, 17, 19]．

1. Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

2. 次の行列M , N を計算する．

M =
1
N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α , N =

1
N

N∑
α=1

WαV0[ξα]

(52)
3. 一般固有値問題

Mθ = λNθ (53)

を解いて，絶対値最小の一般固有値 λに対する単

位一般固有ベクトル θを計算する．

4. 符号を除いて θ ≈ θ0なら θを返して終了する．そ

うでなければ次のように更新してステップ (2) に
戻る．

Wα ← 1
(θ, V0[ξα]θ)

, θ0 ← θ (54)

文献 [16, 17, 19]ではステップ (3)を固有値問題に置き
換えて解く方法が示されているが，解は同一である．く

りこみ法の背景は次の通りである．式 (52)の行列M を

真値 ξ̄αによって定義したものを M̄ とすると，(ξ̄α,θ)
= 0であるから M̄θ = 0である．したがって，M̄ が

分かれば，その固有値 0の単位固有ベクトル θが厳密

解である．しかし M̄ はデータの真値によって定義され

ているので未知である．そこで M̄ を推定する．第 1近
似においてE[∆ξα] = 0であるからM の期待値は次の

ようになる．

E[M ] = E[
1
N

N∑
α=1

Wα(ξ̄α+∆ξα)(ξ̄α+∆ξα)>]

= M̄ +
1
N

N∑
α=1

WαE[∆ξα∆ξ>
α ]

= M̄ +
σ2

N

N∑
α=1

WαV0[ξα] = M̄ + σ2N (55)

ゆえに M̄ = E[M ]−σ2N ≈ M −σ2N である．した

がって M̄θ = 0の代わりに (M − σ2N)θ = 0すなわ

ちMθ = σ2Nθ を解く．σ2 は小さいと仮定して，絶

対値最小の一般固有値とみなす．そして，重み反復法と

同様にWαを式 (49)に近付くように反復更新する．こ
れは何かの評価関数を最小にするものではない．上の

手順は単一の拘束 (ξ̄α,θ) = 0の場合であるが，拘束が
複数ある場合にも自然に拡張される [19, 29, 53]．
くりこみ法は当時知られていたどの方法よりも著し

く高精度であったため，その発表時に世界中で注目さ

れたが，幾何学的推定は何らかの評価関数を最小にす

べきであるという先入観のためか，これが何を最小化

するのかという疑問が繰り返して提出され，手法の正

当性を疑う者もいた．これに対して，サンプソン誤差

を最小化する FNS法を提案した Chojnackiら [7]はく
りこみ法がサンプソン誤差を近似的に最小化する手法

であると解釈すれば正当化されると主張した [6]．しか
し，これまで強調したように，幾何学的推定は評価関

数の最小化に基づく必要はない．

ところで，Wα = 1とする初期解は

( 1
N

N∑
α=1

ξαξ>
α

)
θ = λ

( 1
N

N∑
α=1

V0[ξα]
)
θ (56)

を 解 く も の で あ り，こ れ は
∑N

α=1(ξα, θ)2 を

(θ,
∑N

α=1 V0[ξα]θ) = 1のもとに最小化する Taubin法
[54]にほかならない．Taubin法は非常に精度が高いこ
とが知られている．くりこみ法は Taubin 法から出発
して重みWα を更新する反復とみなせる．
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]4.3 共分散と偏差の解析

実験によるとくりこみ法はTaubin法よりも精度が高
く，各手法の誤差はおおよそ次の順である．

最小二乗法 >重み反復法 > Taubin法

>くりこみ法 >最尤推定

詳しい解析 [23]によると，くりこみ法の解 θ の共分散

行列 V [θ]はO(σ4)を除いてKCR下界に一致する．し
たがって，解の分散をこれ以上改良できない．一方，偏

差は非常に小さいが 0ではない．くりこみ法の手順に
おいて，式 (53)の行列N を単位行列 I に置き換える

と式 (45)の重み反復法の手順となる．すなわち式 (52)
の行列 N が偏差の減少に寄与している．これに着目

すると，偏差が最小になるようにN を選べばさらに精

度が改善される可能性がある．そのような行列N は式

(52)より

N =
1
N

N∑
α=1

WαV0[ξα] + · · · (57)

となることが予想される．この · · · の部分を定めるた
めに文献 [23]の方法論を用いて誤差解析を行う．この
考え方は代数的解法の精度を高める超精度最小二乗法

(hyperaccurate least squares, HyperLS) [30, 31, 48]を
一般化したものであり，Al-Sharadqahら [1]によって
楕円当てはめに適用され，金谷ら [27, 28]によって超精
度くりこみ法 (hyper-renormalization)として一般化さ
れた．これは次のように行われる．

データ xαを真値 x̄αとノイズ項∆xαの和として xα

= x̄α + ∆xα と表し，変換 ξα = ξ(xα)を展開したも
のを

ξ̄α + ∆1ξα + ∆2ξα + · · · (58)

と書く．ただし，バーで誤差のない値，∆kはO(σk)の
誤差項を表す．そして式 (53)のM , θ, λ, N も同様に

展開して次のように表す．

(M̄ +∆1M +∆2M +· · · )(θ̄+∆1θ+∆2θ+· · · )

= (λ̄+∆1λ+∆2λ+· · · )(N̄ +∆1N +∆2N +· · · )

(θ̄+∆1θ+∆2θ+· · · ) (59)

両辺を展開して同じオーダーの誤差項を等値すること

により，次の関係を得る [27]．

∆1θ = −M̄
−∆1Mθ̄, (60)

∆⊥
2 θ = M̄

−
( (θ̄,T θ̄)

(θ̄, N̄ θ̄)
N̄ θ̄ − T θ̄

)
(61)

ただし M̄
− は M̄（解 θを固有値 0の固有ベクトルに

もつことから，θの次元を nとするとランクは n − 1）
の一般逆行列である．また∆⊥

2 θは 2次の誤差項の θに

θ

∆ θ

θ

O

図 5 計算した θ の真値 θ̄ からの誤差を θ̄ に直交す
る成分 ∆⊥θ で評価する．

直交する成分である（1次の誤差項 ∆1θは初めから θ

に直交している）．これを考えるのは，θ は単位ベク

トルに正規化されていて伸縮しないので，誤差を θに

直交する成分で評価すればよいからである（図 5）．式
(61) 中の T は次のように定義した行列である．

T ≡ ∆2M − ∆1MM̄
−∆1M (62)

まず式 (60)より，θの共分散行列の主要項は次のよう

になることが確かめられる [23, 56]．

V [θ] ≡ E[∆1θ∆1θ
>] =

σ2

N
M̄

− (63)

これから次のことが分かる．

• 共分散行列 V [θ]は O(σ2)である．
• 右辺は式 (21)の KCR下界に一致し，理論限界に
到達している．

• 式 (63)は行列N を含んでいない．

このためN を調節して式 (63)の値を変えることがで
きない．しかし，誤差のRMS（平方平均二乗）誤差は
共分散項と偏差項との和であり，偏差項も O(σ2)であ
るから（1次の偏差項は E[∆1θ] = 0である），N を

調節して 2次の偏差項の値を変えることはできる．式
(61) より 2次の偏差項は次のようになる．

E[∆⊥
2 θ] = M̄

−
( (θ̄, E[T θ̄])

(θ̄, N̄ θ̄)
N̄ θ̄ − E[T θ̄]

)
(64)

4.4 超精度くりこみ法

式 (64)から次のことが分かる [27]．それは，もしあ
る定数 cに対して

E[T θ̄] = cN̄ θ̄ (65)

となるように行列N を定めることができれば

E[∆⊥
2 θ] = M̄

−
( (θ̄, cN̄ θ̄)

(θ̄, N̄ θ̄)
N̄ θ̄ − cN̄ θ̄

)
= 0 (66)

となることである．すなわち，2次の偏差項が完全に 0

になる．そのためには式 (62)から期待値E[T θ̄] を評価
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]する必要がある．詳細な解析 [27]によると，

N̄ =
1
N

N∑
α=1

W̄α

(
V0[ξα] + 2S[ξ̄αe>

α ]
)

− 1
N2

N∑
α=1

W̄ 2
α

(
(ξ̄α, M̄

−
ξ̄α)V0[ξα]

+2S[V0[ξα]M̄−
ξ̄αξ̄

>
α ]

)
(67)

であれば E[T θ̄] = σ2N̄ θ̄ と書けることが分かる．た

だし，eα問題ごとに個別に指定されるベクトルであり

（式 (42)に現れるものと同じ），S[ · ]は対称化作用素で
ある (S[A] = (A+A>)/2)．式 (67)は真値を含んでい
るので，計算値で代用する．それによってO(σ)の誤差
が生じるが，ノイズの奇数次の項の期待値は 0になる
ので式 (66)は O(σ4)である．
以 上 よ り，次 の 超 精 度 く り こ み 法 (hyper-

renormalization)の手順を得る．

1. Wα = 1, α = 1, ..., N , θ0 = 0と置く．

2. 次の行列M , N を計算する．

M =
1
N

N∑
α=1

Wαξαξ>
α (68)

N =
1
N

N∑
α=1

Wα

(
V0[ξα] + 2S[ξαe>

α ]
)

− 1
N2

N∑
α=1

W 2
α

(
(ξα,M−

n−1ξα)V0[ξα]

+2S[V0[ξα]M−
n−1ξαξ>

α ]
)

(69)

ただし，M−
n−1 は行列M のランク n − 1の（す

なわち最小固有値を 0 に置き換えた）一般逆行列
である（nは θの次元）．

3. 一般固有値問題

Mθ = λNθ (70)

を解いて，絶対値最小の一般固有値 λに対する単

位一般固有ベクトル θを計算する．

4. 符号を除いて θ ≈ θ0なら θを返して終了する．そ

うでなければ次のように更新してステップ (2) に
戻る．

Wα ← 1
(θ, V0[ξα]θ)

, θ0 ← θ (71)

これから，Wα = 1とする初期解は，反復なしで計算で
きる最も高精度な解法として知られる超精度最小二乗

法 (hyperaccurate least squares, HyperLS) [30, 31, 48]
に一致していることが分かる3．したがって，超精度く

3式 (69) の Wα を 1 としたものは文献 [30, 48] の式より項数が
少ないが，解は同じである．

表 1 最小化によらない方法のまとめ．

初期解 重み更新 最終解

最小二乗法 −→ 重み反復法

Taubin法 −→ くりこみ法

超精度最小二乗法 −→ 超精度くりこみ法

りこみ法は超精度最小二乗法から出発して重みWα を

更新する反復とみなせる．そして，反復の途中で得ら

れる θ はすべてO(σ4)を除いて偏差が存在しないこと
が示される．上の手順は単一の拘束 (ξ̄α, θ) = 0の場合
であるが，拘束が複数ある場合にも自然に拡張される

[28]．

4.5 最小化に基づかない方法のまとめ

以上に示した重み反復法，くりこみ法，超精度くり

こみ法はどれも何らかの評価関数を最小にするもので

はなく，本来の動機はどうあれ結局は次の式を満たす

解を求めるものである．

Mθ = λNθ (72)

反復を用いるのは単に解法の便宜であり，本質ではない．

左辺のM は解 θ の共分散行列を定め，式 (44), (52),
(68)のように選ぶと O(σ4)の誤差項を除いて KCR下
界が満たされる．それに対して右辺のN は解 θの偏差

をコントロールするものであり，重み反復法，くりこ

み法，超精度くりこみ法ではそれぞれ次のようになる．

N =



I 重み反復法

1
N

N∑
α=1

WαV0[ξα] くりこみ法

1
N

N∑
α=1

Wα

(
V0[ξα] + 2S[ξαe>

α ]
)

− 1
N2

N∑
α=1

W 2
α

(
· · ·

) 超精度

くりこみ法

(73)

そして，N を最後（式 (69)）のように選べばO(σ4)を
除いて偏差項が 0となる．この意味で式 (72)が統計的
推定における推定方程式に相当しているとみなせる．そ

して，これをWα = 1から始めて逐次的に重みWα を

更新しながら一般固有値問題の反復として解けば，そ

れぞれ最小二乗法，Taubin法 [54]，超精度最小二乗法
[30, 31, 48]を反復的に改良していると解釈できる（表
1）．
くりこみ法のN は半正値対称行列であり，0を固有

値を持つことが示される．一方，超精度くりこみ法の

N は対称行列であるが正値でも負値でもなく，正と負

の固有値を持つ．しかし，式 (72)の一般固有値問題を
解く通常のライブラリツールではN が正値対称行列と
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]仮定されている．くりこみ法が文献 [16, 17, 19]で本稿
に示した形ではなく，通常の固有値問題の反復の形に

変形されているのは，この問題を避けるためであった．

しかし，式 (72)は次のように書き直せる．

Nθ =
1
λ

Mθ (74)

行列M はノイズのあるデータに対しては正値対称行列

であるから，これは通常のライブラリツールによって

解くことができる．もしM が固有値 0をもてば，それ
はデータにノイズがないことを意味するから，その固

有値 0に対する単位固有ベクトルが θの真値である．

文献 [23]の誤差解析によると，最尤推定はO(σ2)の
偏差をもつ．それに対して超精度くりこみ法の偏差は

少なくとも O(σ4)である．一方，共分散行列は最尤推
定も超精度くりこみ法も O(σ4)を除いて KCR 下界に
一致している．このことから超精度くりこみ法は最尤

推定よりも高精度であり，実験によると各手法の誤差

はおおよそ次の順である．

最小二乗法 >重み反復法 > Taubin法

>くりこみ法 >最尤推定 >超精度くりこみ法

最尤推定を計算してから補正するのではなく，直接的

に最尤推定（あるいは再投影誤差最小化）よりも精度

が高い計算方法が存在するという事実は注目すべきこ

とである．

5 実験例

5.1 精度の評価

計算した θと真の値 θ̄はともに単位ベクトルである

ことから，その差∆θを θ̄に垂直な成分

∆⊥θ = P θ̄θ, P θ̄ ≡ I − θ̄θ̄
> (75)

で測る（図 5)．P θ̄ は θ̄ に垂直な空間への射影行列で

ある．そして，各 σに対してM 回独立に試行し，次の

偏差 B と RMS(平方平均二乗)誤差Dを評価する．

B =
∥∥∥ 1

M

M∑
a=1

∆⊥θ(a)
∥∥∥, D =

√√√√ 1
M

M∑
a=1

‖∆⊥θ(a)‖2

(76)
ただし θ(a)は a回目の試行の解である．式 (21)のKCR
下界から，RMS誤差 D の下界が次のように評価され

る（trは行列のトレース）．

D ≥ σ√
N

√√√√tr
( 1

N

N∑
α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(θ̄, V0[ξα]θ̄)

)−
(77)

(a)

1

2
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8

6 3 4

(b)

1

2
3

5
4 6 7 8

(c)

図 6 (a) 楕円上の 30 点．(b), (c) σ = 0.5 の場合
の当てはめの例．1. 最小二乗法，2. 重み反復法，3.
Taubin法，4. くりこみ法，5. 超精度最小二乗法，6.
超精度くりこみ法，7. 最尤推定，8. 最尤推定の超精度
補正．破線は真の形状．

5.2 楕円当てはめ

図 6(a)に示す楕円の第 1象限に等間隔に 30点をと
る．楕円は長軸半径，短軸半径がそれぞれ 100画素，50
画素と想定している．各点の x, y 座標に平均 0，標準
偏差 σ画素の正規分布に従う乱数ノイズを独立に加え，

これに楕円を次の方法で当てはめる：1)最小二乗法，2)
重み反復法，3) Taubin法，4) くりこみ法，5) 超精度
最小二乗法，6) 超精度くりこみ法，7) 最尤推定，8) 最
尤推定の超精度補正．図 6(b), (c)は σ = 0.5の場合の
例である．点線は真の楕円である．重み反復法，くり

こみ法，超精度くりこみ法はいずれも 4回の反復で収
束したのに対して，最尤推定を計算する FNS法は収束
に図 6(b)では 9回，図 6(c)では 8回の反復を要した．
これを見ると，最小二乗法と重み反復法は偏差が非

常に大きく，小さい楕円が当てはまっていることが分

かる．図 6(b) では超精度くりこみ法が，図 6(c) では
最尤推定の超精度補正が真の楕円に近い楕円を当ては

めている．しかし，結果はデータのノイズに依存する

ので，手法の比較には統計的な方法が必要である．図

7(a), (b)は横軸の各 σに対して 10000回独立に試行し，
式 (76)の偏差BとRMS誤差Dをプロットしたもので

ある．図 7(b)中の点線は式 (77)の KCR下界である．
図 7で重み反復法，最尤推定，最尤推定の超精度補

正のプロットが途中で途切れているのは，それより大

きいノイズでは反復が収束しなかったためである．た

だし，収束判定は符号をそろえた解 θと前回の解 θ0 が

‖θ − θ0‖ < 10−6 であるとし，100回反復して収束し
ないとき，「収束しない」と判定した．そして 10000回
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図 7 図 6(a) のデータに対する当てはめの偏差 (a)
と RMS誤差 (b)．横軸は各点に加えたノイズの標準偏
差 σ．1) 最小二乗法，2) 重み反復法，3) Taubin 法，
4) くりこみ法，5) 超精度最小二乗法，6) 超精度くり
こみ法，7) 最尤推定，8) 最尤推定の超精度補正．(b)
の点線は KCR下界．
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図 8 (a) 図 7(a)の拡大．(b) 図 7(b)の拡大．

の試行で 1度でも収束しないとき，実験を打ち切った．
図 8は図 7の σが小さい部分の拡大である．

図 7(a)から分かるように，最小二乗法と重み反復法
は偏差が非常に大きい．それに比較するとTaubin法と
くりこみ法は偏差が少ない．超精度最小二乗法と超精

度くりこみ法はさらに偏差が少なく，最尤推定よりも

少ない．重み反復法，くりこみ法，超精度くりこみ法の

解の共分散行列の主要項は等しく，KCRの下界に一致
するので，RMS誤差は偏差の与える影響が大きく，図
7(b)に示されるように偏差の減少がそのまま RMS誤
差の減少に結びついている．

超精度くりこみ法は高次の誤差項を除いて偏差が存

(a)

1

2

8

7

3

4

5

6

(b)

図 9 (a) 円形物体を含む画像から検出したエッジ画
像と，楕円を当てはめたエッジ点（160点）．(b) 当て
はめた楕円を原画像上に重ねて表示したもの．隠れた
部分を半透明で合成している．1) 最小二乗法，2) 重み
反復法，3) Taubin法，4) くりこみ法，5) 超精度最小
二乗法，6) 超精度くりこみ法，7) 最尤推定，8) 最尤
推定の超精度補正．

在しないため，図 7(b)から分かるように従来最も精度
が高いとみなされた最尤推定にほぼ等しい精度になっ

ている．さらに詳細に見ると図 8(b)に示されるように
σ が小さい範囲では最尤推定を上回る精度である．一

方，偏差項を事後的に引き去る最尤推定の超精度補正

は図 7(b), 図 8(b)に示すように，わずかであるが他の
どの手法よりも RMS誤差が小さい．図 7(a) から分か
るように σが大きいとき他のどの手法よりも偏差が小

さいが，図 8(a)を見ると，σが小さいときは超精度く

りこみ法のほうが偏差が少ない．

以上より，最も高精度な楕円当てはめは最尤推定の

超精度補正であり，超精度くりこみ法がほぼそれに匹

敵する高精度であることが分かった．ただし，超精度

補正のためにはまず最尤推定解を求める必要があるが，

それを計算する FNS法が図 7から分かるようにノイズ
が大きいと必ずしも収束しないという問題がある．そ

れに対して超精度くりこみ法はノイズにロバストであ

り，数回の反復で収束する．これは初期解が超精度最

小二乗法であり，図 7, 図 8から分かるように最初から
精度の高い解になっているからである．この意味で超

精度くりこみ法が実際の計算には最も適しているとい

える．

図 9(a)は円形物体を含む画像から検出したエッジ画
像であり，赤色で示した 160個のエッジ点にいろいろ
な手法で楕円を当てはめた．図 9(b)はそれを原画像上
に重ねて表示したものである．分かりやすくするため

に隠れた部分を半透明で合成している．この例では重
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]

図 10 曲面格子を 2方向から撮影したシミュレーショ
ン画像．

 det F = 0

(a)

 det F = 0

(b)

 det F = 0

(c)

図 11 (a) 事後補正法．(b) 内部接近法．(c) 外部接
近法．

み反復法が 4回の反復で，くりこみ法と超精度くりこ
み法が共に 3回の反復で収束したのに対して，最尤推
定を計算する FNS法は収束に 6回の反復を要した．こ
の場合もやはり最小二乗法と重み反復法は小さい楕円

が当てはまっている．それ以外の手法はどれも真の楕

円に近い結果を与えている．この場合は最尤推定の当

てはめが最も真の楕円に近い．

5.3 基礎行列の計算

図 10 は曲面格子を 2 方向から撮影したシミュレー
ション画像である．2画像とも画像サイズ 600× 600画
素，焦点距離 600画素を想定している．画像中の各格子
点の x, y座標に平均 0，標準偏差 σ画素の正規分布に

従う乱数誤差を独立に加えて基礎行列を計算する．基礎

行列 F はランクが 2なので det F = 0でなければなら
ない．このランク拘束を考慮する次の方法がある [35]．

1. 事後補正法 (a posteriori correction)：ランク拘束
を考慮しないで計算した θをランク拘束を満たす

 1

2

3

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8
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図 12 図 10のデータに対する 基礎行列の計算の偏
差 (a) と RMS 誤差 (b)．横軸はデータ点に加えた誤
差の標準偏差 σ．各 σ に対して 10000回試行．番号は
1) 最小二乗法，2) 重み反復法，3) Taubin法，4) くり
こみ法，5) 超精度最小二乗法，6) 超精度くりこみ法，
7) 最尤推定，8) 最尤推定の超精度補正．(b)の点線は
KCR下界

ように補正する（図 11(a)）．
2. 内部接近法 (internal access)：ランク拘束を満たす
ように内部パラメータによって F を表し，その内

部パラメータ空間を探索する（図 11(b)）.
3. 外部接近法 (external access)：収束時にランク拘束
を満たすように θ空間を探索する（図 11(c)）．

ここでは事後補正法を採用し，ランク拘束を考慮しな

い計算のさまざまの手法の精度を比較する．

図 12(a), (b)は横軸の各 σに対して 10000回独立に
試行し，式 (76)の偏差BとRMS誤差Dをプロットし

たものである．図 12(b)の点線は式 (77)の KCR下界
である．図 12(a)から分かるように，最小二乗法と重み
反復法は偏差が非常に大きい．楕円当てはめの場合と

同様に，重み反復法，くりこみ法，超精度くりこみ法の

解の共分散行列の主要項は等しく，KCRの下界に一致
するので，RMS誤差は偏差の与える影響が大きく，図
12(b)に示されるように偏差の増加がそのままRMS誤
差の増加に結びついている．

図 12(a)に示されるように最尤推定はかなりの偏差
があるが，超精度補正によって偏差が大きく減少して

いる．一方，超精度くりこみ法はそれと同じ程度に偏

差が小さい．しかし，図 12に示されるように，最小二
乗法と重み反復法以外はどれもKCRの下界に近い精度
差を達成しているので，偏差の減少の寄与は非常に小

さい．そして，楕円の場合と同様に，わずかではある
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]が最も精度が高いのは超精度くりこみ法と最尤推定の

超精度補正である．

6 まとめ

6.1 幾何学的推定

幾何学的推定は通常の統計的推定とは異なる．それ

は，統計的推定がパラメータを含む確率密度（統計的

モデル）からデータを繰り返してサンプルして，その

発生メカニズムを推定するのに対して，幾何学的推定

は，パラメータを含んだ陰関数で表される拘束（幾何

学的モデル）を満たす一組のデータからそのパラメー

タを推定するからである．その推定法は仮定したノイ

ズの統計的性質に依存する．

幾何学的推定は最小化に基づく方法と最小化に基づ

かない方法とに大別される．後者は統計的推定におけ

る推定関数の方法に対応している．いずれの方法でも

KCR下界と呼ばれる精度の理論限界が存在する．

6.2 最小化に基づく方法

最小化に基づく代表的な方法は最小二乗法，最尤推

定（特別の場合が再投影誤差最小化），サンプソン誤

差最小化である．最小二乗法は固有値問題を解くこと

によって簡単に計算できるが，解に大きな偏差がある．

最尤推定の基本的な解法は補助変数を導入して高次元

パラメータ空間を探索することであり，バンドル調整

がその典型である．サンプソン誤差最小化は最尤推定

の近似解法であり，その代表的な計算法が FNS法であ
る．そしてサンプソン誤差最小化を反復することによっ

て最尤推定解が計算できるが，その差は小さく，実質

的にはサンプソン誤差最小化は最尤推定と等価である．

そして，最尤推定の偏差を理論的に評価して差し引く

超精度補正を行えば，最尤推定より高い精度が実現で

きる．

6.3 最小化に基づかない方法

最小化に基づかない代表的な方法は重み反復法とく

りこみ法である．いずれも解の共分散行列がKCR下界
を達成するように重みを反復更新する．さらにくりこ

み法を改良すれば，高次の項を除いて偏差を消去する

超精度くりこみ法が導かれる．重み反復法，くりこみ

法，超精度くりこみ法はそれぞれ最小二乗法，Taubin
法，超精度最小二乗法の解を反復的に改善するものと

みなせる．いずれも一般固有値問題Mθ = λNθに帰

着し，これが統計的推定における推定方程式に相当し

ている．N は必ずしも正値でないが，Nθ = (1/λ)Mθ

と変形すればライブラリーツールが適用できる．くり

こみ法も超精度くりこみ法も，その初期解のTaubin法
と超精度最小二乗法が既に高精度であるため収束が速

く，通常は 3, 4回で収束する．

6.4 手法間の比較

数値実験によれば，超精度くりこみ法は従来から最

も精度が高いと考えられている最尤推定よりも精度が

高い．最も精度が高いのは最尤推定解の偏差を事後的

に差し引く超精度補正である．しかし，最尤推定解を

求める反復計算はノイズが大きいと収束しないことが

ある．それに対して超精度くりこみ法はノイズにロバ

ストである．この意味で実際の応用では超精度くりこ

み法が最も優れた手法とみなせる．
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