
画像からの幾何学的推論はどういう統計的モデルに基づくのか?
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統計学者を含む他分野とのコミュニケーションを促進するため，画像の特徴点に基く幾何学的推論に「統計的方法」を
用いる意味を考察する．本論文では，どういう「アンサンブル」を考えているかを明確にしなければ統計的解析を巡っ
て混乱が生じることを指摘し，特徴点抽出の不確定性の根元をコンピュータビジョンの画像処理にさかのぼって探求す
る．そして，性能評価のための適切な漸近解析の方式を「幾何学的当てはめ」，「幾何学的モデル選択」や「幾何学的
AIC]，「幾何学的MDL」に対して示す．最後に，漸近評価の意味を十分に考えなければ，シミュレーション実験も手法
の評価も無意味になることを「撹乱母数」，「ネイマン・スコット問題」，「セミパラメトリックモデル」などの統計的概
念と関係づけて指摘する．
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In order to facilitate smooth communications with researchers in other fields including statistics, this paper
investigates the meaning of “statistical methods” for geometric inference based on image feature points. We
point out that statistical analysis does not make sense unless the underlying “statistical ensemble” is clearly
defined. We trace back the origin of feature uncertainty to image processing operations for computer vision in
general and discuss the implications of asymptotic analysis for performance evaluation in reference to “geometric
fitting”, “geometric model selection”, the “geometric AIC”, and the “geometric MDL”. Referring to such statistical
concepts as “nuisance parameters”, the “Neyman-Scott problem”, and “semiparametric models”, we point out that
simulation experiments for performance evaluation will lose meaning without carefully considering the assumptions
involved and intended applications.
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1. まえがき

コンピュータビジョンにおける画像からの推論に
はさまざまの統計的方法が行われる．最近は，従来
机上の空論と思われていた統計的学習理論を今日の
進歩した計算機能力によって実際問題に応用する試
みもある [29]．

一方，筆者は画像から抽出した点や直線などの幾
何学的データに内在する関係の推定を目的として，精
度を最大にする最適化手法を導いたり理論限界を導
出するのに統計的方法を用いた [8, 9]．

しかし両者は同じ「統計的」という言葉を用いて
も，その意味がかなり異なる．画像処理の研究者同
士は暗黙に了解し合えても，これを明確にしなけれ
ば統計学者など他分野の研究者とのコミュニケーショ
ンが阻害される．実際，これが元で方法論を巡って
論争も起きた．本論文ではこれを明示するとともに，
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「そもそも幾何学的推論になぜ統計的方法が必要か」
から問い直し，他分野との交流を促進して研究のさ
らなる進展と実際への応用を目指すものである．こ
の分野は我が国から発信された数少ない研究成果で
あるが，研究面でも応用面でも欧米が一歩先行し，国
内では今だ研究も応用も少ない．それでも最近関心
が高まりつつあり [14, 21]，今後の発展が期待される．

2. 統計的方法とは何か

2.1 統計的方法とアンサンブル

数学や物理学の普通の問題は確定的であり，公理
や基礎方程式からさまざまの性質が導出される．コ
ンピュータビジョンにおいてもカメラの投影モデル
を基にして画像から 3次元復元を行う緻密な理論が
展開されている [6]．それに対して，観測したデータ
の性質を記述するのではなく，「それらはある集合か
らランダムに選ばれたサンプル (標本) である」とみ
なし，その集合の性質を推論するのが統計的方法で
ある．その集合はアンサンブル (または母集団)と呼
ばれ，実在する対象 (例えば国内の全住民)のことも
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あるが，仮想的な可能性の全体であることも多い．
統計的方法を用いるとき，普通はどういうアンサ
ンブルを問題にしているかは自明で明示されないこ
とが多い．例えば文字認識では各文字が具体的に印
刷や人によって書かれるありとあらゆる形の全体で
あることは改めて述べるまでもない．そこにはおの
ずからよく現れやすい形と現れにくい形があり，自
然に確率分布が定義される．
もちろん手書き文字認識では対象のアンサンブル
を「人が手で書いた文字の集合」に限定しなければ
ならないが，それが「手書き文字」という言葉から
自然に理解される．さらに「筆者特定」(署名認証な
ど)と「筆者不特定」とでは考えているアンサンブル
が異なるが，これも自然に了解されるので明示しな
くても問題は起きない．ところば画像の幾何学的推
論ではこれば大きな問題となる．

2.2 外在的な不確定性と内在的な不確定性

アンサンブルの要素はある共通の性格を持つ以外
は各々異なっているので，共通の性格のみを指定し
ても個々の要素が特定できない．これを不確定性と
呼ぶことにすると，これに外在的なものと内在的 な
ものがある．
•外在的な不確定性
外在的な不確定性は物理学の実験によく現れる．こ
れは同一の対象を観測しても，観測装置の不完全さ
(それ以上制御できない機器内の不純物や熱雑音や用
いる物理特性の近似値など)やそれを用いる環境の変
動 (気温，圧力，風，周辺物体からの輻射熱，光，設
置台の微小振動など)によって結果が異なるためであ
る．この場合のアンサンブルは理想的には一個の要
素であるが，観測装置の不完全性と観測環境の変動
によって異なる結果が含まれる．したがって，「得ら
れる測定値の集合」は異なる観測過程の集合と同一
視できる．理論上は観測装置の改良や観測環境の制
御によってアンサンブルを小さくすることが可能で
あり，その極限は真値からなる一個の要素の集合 (確
率分布がデルタ関数)となる．
•内在的な不確定性
内在的な不確定性は，観測は完全であるのにそも
そも各個体が異なるためのものである．「統計的処理」
という場合はこちらを意味することが多い．例えば
手書き文字認識では同じ文字でも異なる筆者により，
または同じ筆者でも異なる気分で書いたものを対象
にし，通常は文字読み取り装置は正しいと仮定する．
医学，薬学では同じ病名でもそれ以外 (年齢，性別，
職業，病歴，体力差，健康状態，その他)にさまざま
な個体差ある患者の集合を対象にし，通常は医者の
診断や種々の検査結果は正しいと仮定する．物理デー
タでも，各個体がミクロに異なる状態のもの (熱ゆら

ぎ，乱流，原子崩壊など)は，観測装置は正しいと仮
定しても結果は異なる．例えば気象データの不確定
性は温度計や圧力計の不確定性によるものではなく，
現象に内在するゆらぎである．このため，観測装置
や観測環境を制御しても不確定性を減少させること
ができず，データ数を増やすことによって統計的に
不確定性を減少させるしかない (大数の法則)．
それでは画像の幾何学的推論で統計的方法を用い
るときのアンサンブルは何であり，その不確定性は
どういう性格のものであろうか．

3. 幾何学的推論とは何か
3.1 幾何学的推論のアンサンブル
筆者らが研究してきた幾何学的推論は，同じ画像

をデータとしても顔や人物などの画像認識とは性格
が異なる．画像認識の背後にあるアンサンブルは，例
えば異なる人物の異なる姿勢や異なる照明条件のも
とで撮影された画像の集合である．
それに対して，幾何学的推論では 1枚 (または 1組

)の画像を対象とする．例えば建物の画像から幾つか
の特徴点 (孤立点，頂点，直線の交点など)を抽出し，
それらが同一直線上にあるか，もしあればそれらを
通る直線の方程式は何か，その直線にはどの程度の
不確定性があるか，などを推定するのが幾何学的推
論 (の最も単純な例)である．
これになぜ統計的方法が用いられるかというと，抽
出した特徴点に不確定性があるからである．そして，
その不確定性を考慮して最も信頼できる直線の位置
を推定し，それからのずれが著しい点はそのような
ずれの確率は低いから，それはそもそもその直線上
にはなかったなどと推論する．このとき，背後にあ
るアンサンブルは何であろうか．
これは特徴点の不確定性がなぜ生じるのかという

問題に帰着する．特徴点に不確定性がなければ統計
的方法は無意味だからである．特徴点の不確定性を
考えることは，その可能な位置の集合を考え，現在
の位置をそれからランダムに選ばれたサンプルとみ
なすことである．しかし，可能な位置の集合とは何
であろうか．

3.2 特徴点抽出の不確定性
特徴点の抽出には Harris 作用素 [7] や

SUSAN[26] と呼ばれる作用素を始め，多くの
アルゴリズムが提案され，互いに性能が比較され
ている [4, 22, 25]．また，一枚の画像ではなく，連
続するビデオフレーム上を移動する特徴点を追跡
するアルゴリズムとしてよく知られているものに
Kanade-Lucas-Tomasi 法がある [28]．しかし，
例えば Harris作用素によって，いま解析している画
像中の，いま注目している建物のある頂点の位置を
検出したとすると，結果は一通りである (図 1)．何
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(a) (b)

図 1: (a) 建物画像のある特徴点．(b) その拡大図と特徴
点の不確定性．

度適用しても画像に何の外乱も入らないし，Harris
作用素の内部状態 (判定のしきい値など)も変化しな
いから同じ結果しか得られない．したがって「可能
な位置の集合」はその 1点のみである．それ以外の
位置がなぜ「可能」なのか．どうすればそれ以外の
位置が選ばれるのであろうか．
よく考えると，「抽出した点以外に可能な位置が存
在するはずだ」と考える論拠は抽出した点が必ずし
も正しい位置ではないという事実である．しかし，正
しい位置でないなら，なぜその点を抽出したのか．な
ぜ初めから正しい位置を抽出しなかったのか．その
答は，正しい位置が抽出できないからである．なぜ
できないのか．

3.3 コンピュータビジョンの画像処理

種々の特徴点抽出アルゴリズムが存在する理由は，
それらが本質的に不可能な処理だからである．例え
ば抽出したい点を「画像の濃淡値がこれこれの意味
で最も激しく変化している点」と客観的に指定すれ
ば，そのアルゴリズムは唯一に定まる (計算手順にバ
リエーションが存在しても出力は同じ)．しかし，コ
ンピュータビジョンで抽出したいのは濃淡値で記述
できる「画像の性質」ではなく，建物の角とか窓の位
置のようなそこに写っている「3次元対象の性質」で
ある．一般に 3次元対象の性質をどういう画像の性
質に対応させるかは不明であり，その対応のさせ方
の数だけ処理アルゴリズムが生れる．このため，特
徴点抽出は本質的にヒューリスティクスである．
抽出したい 3次元対象やその特徴を指定しても，そ
の画像上での見え方はその 3 次元形状の詳細や撮影
方向や照明環境や対象の光反射特性などの多くの要
因に依存し，それらのわずかな変化でも画像上での
現れ方が大きく変わる．理論的には，そのようなシー
ンの 3次元情報 (3次元形状や撮影方向や照明環境や
反射特性など)がすべてわかれば画像での見え方が定
まり，したがってその対象の位置を厳密に決定でき
る．しかし，画像からそのようなシーンの 3次元情
報を引き出すことがコンピュータビジョンの目的で
ある．このため，コンピュータビジョンのための画

像処理の段階ではそれらは未知であり，何らかの予
測に基づくほかはない．したがって異なる予測の仕
方だけ異なる処理アルゴリズムが存在する．現在の
画像に対してある予測は当たっているかもしれない
が別の予測は誤っているかもしれない．
このことから，特徴点の「可能な位置の集合」は
抽出のための予測の集合およびその予測に基づく処
理アルゴリズムの集合 と対応する．きる．そして現
在の位置はその集合からサンプルしたアルゴリズム
によって得られたものとみなせる．したがって，そ
のアルゴリズムを用いる限り何度抽出しても同じ位
置しか得られない．別の位置を得るためには別のア
ルゴリズムをサンプルしなければならない．

4. 特徴点位置の統計的モデル
4.1 特徴点の共分散行列
前節の解釈に基づいて解析を進めるにはいくつか
の仮定が必要である．第一は，考えられるあらゆる
予測に基づく抽出の「平均」が真に抽出したい点で
あること，すなわち処理アルゴリズム全体は不偏で
あることである．
特徴点の抽出の性能は画像の性質に依存する．抽
出したい点の周りの濃淡値にあまり変化がなければ，
どういうアルゴリズムを適用してもよい結果は得ら
れないであろう．したがって，あらゆるアルゴリズム
で抽出した位置は広く分散するであろう．一方，濃
淡の変化が明瞭な部分ではどのアルゴリズムを適用
してもほぼ正確な位置が得られるであろう．すなわ
ち，あらゆるアルゴリズムで抽出した位置は狭い範
囲に集中しているであろう．このことから抽出した
い点の近傍の濃淡値の変化に応じて，あらゆるアル
ゴリズムで抽出されるだろう位置の分布を予測する
共分散行列が定義される．

α番目の特徴点 pα の共分散行列を V [pα]とする．
上の議論より不確定性の絶対的な大きさを定めるこ
とはできず，定義できるのは定性的な性質のみであ
る．例えば，その点の周りの濃淡がどの方向にも同
じ程度定性的な性質は定義できてもその絶対的な大
きさを定めることはできない．例えば，その点の周
りの濃淡がどの方向にも同じ程度に変化している場
合はほぼ等方性であり，代表的な等確率線 (誤差楕円
)はほぼ円であろう (図 1(b))．一方，物体境界上の
点はどんなアルゴリズムを適用しても同じ境界上の
他の点との区別が難しいから，その点の共分散行列
はその境界上に沿う細長い誤差楕円をもつであろう．
そこで不確定性の絶対的な大きさを未知定数 εと

し，共分散行列 V [pα]を

V [pα] = ε2V0[pα] (1)

と書く．V0[pα]は特徴点間の不確定性の相対的な比
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較，およびその点の周りの各方向の不確定性の相対
的な比較を記述するものであり，正規化共分散行列
と呼ぶ [8, 9]．それに対して未知定数 εをノイズレベ
ルと呼ぶ [8, 9]．
ただし，式 (1)を「特徴点 pαの共分散行列」と呼

ぶとしても，それは点 pαの性質ではなく，点 pαの
近傍に適用される「抽出アルゴリズム全体の性質」で
ある．

4.2 特徴点抽出アルゴリズムの特性

ほとんどの特徴点抽出アルゴリズムは濃淡がほぼ
一様な領域や物体の境界線上の点は出力せず，その
点の周りの濃淡の変化を計算し，どの方向にも変化
が大きい点を出力するように設計されている．した
がって特徴点抽出アルゴリズムを用いる限り，抽出
した特徴点の共分散行列はほぼ等方性と仮定して問
題がないことが実験的にも確認されている [13]．こ
れは正規化共分散行列を単位行列に選んでよいこと
を意味する．
異なる特徴点はその周りの濃淡変化が互いに関係
がないことが多く，その不確定性はほぼ独立とみな
せる．しかし，連続したビデオフレーム上で特徴点
を追跡するとフレーム間に強い相関があることが観
測されている [27]．
応用によっては人間がディスプレイ上でマウスを

操作して特徴点を抽出することもある．これも「抽
出アルゴリズム」の一種である．経験的には人間は
孤立点や交点のような「わかりやすい」点を選ぶ傾
向にあり，そのような点の周りの濃淡がどの方向に
もほぼ同じ程度に変化している [13]．このため人間
が抽出する特徴点およびその周りの濃淡変化は画像
処理による結果と類似している．これは一般に画像
処理アルゴリズムが人間の視覚認識を模倣している
ことを考えると当然であろう．一方，複数の画像上
で対応点を選ぶ場合は微細な部分で強い相関がある
ことが報告されている [18]．

4.3 画像処理とコンピュータビジョン

以上のように，幾何学的推論の背景にあるのは「処
理アルゴリズム」のアンサンブルであり，正規性，独
立性，不偏性，相関などの統計的な概念や仮定は処
理アルゴリズムに対して定義される．
しかし，従来からこれが「画像の性質」と混同さ
れてしばしば誤解や混乱が生じた．その最大の要因
は特徴点の位置の不確定性を安易に「画像のノイズ」
あるいは「画像の誤差」と呼ぶ習慣である．特に式
(1)の仮定を「特徴点位置の不確定性のモデル」の代
わりに単に「画像のノイズ (誤差)モデル」と呼ぶ習
慣がある．加えて εを「ノイズレベル」と呼んだこ
とも誤解を招いた一因であった．
もちろん鮮明な画像ほどどのアルゴリズム (「人

(a) (b)

図 2: (a) 室内シーン．(b) そのエッジ画像

間」を含めて)もより望ましい結果を出力するから，
画像のよさとアルゴリズムの性能とは切り離せない．
しかし，コンピュータビジョンの目的は画像自体の
解析ではなく，そこに写っている対象の性質の解析
である．そして，「抽出したいもの」と「実際に計算
していること」が乖離している以上，どんな鮮明な
画像でも処理には本質的な不確定性が介入する．
画像から抽出するのは点とは限らず，むしろ歴史

的には物体の境界を検出することから研究が始まっ
た．これはエッジ検出と呼ばれる．その目的は「物
体の境界」の抽出であるが，実際の処理は画像の濃
淡値の変化を抽出している (図 2)．これも本質的に
ヒューリスティクスであり，無数の研究にもかかわ
らず未だ決定版はなく，将来もないと予想される．
例えば影の境界は画像の濃淡の境界であるが，最

近これを物体の境界でないとして排除する方法が研
究されている．これをカラー画像のスペクトルから
判定しても，最終的に知りたいのはスペクトルでは
なく，それが「異なる物体の境界」かどうかである．
しかし「異なる物体」の定義は主観的あるいは応用
依存である以上 (人物認識では顔と胴は同じ物体であ
るが，顔認識では異なる物体とみなす)，根本的な解
決は存在しないと思われる．
このようにコンピュータビジョンでは画像が鮮明

かどうかとは無関係に，あらゆる処理に不確定性が
介在する．したがって処理結果は「統計的」に判定
しなければならない．その背後にあるのは「(本質的
に不完全な)処理アルゴリズム」のアンサンブルであ
る．これは画像自体のノイズとは区別しなければな
らない．またこれは，文字認識の筆者による変動や
顔認識の姿勢や照明条件による変動のような「認識
対象のアンサンブル」とも区別しなければならない．

5. 漸近解析とは何か

5.1 通常の場合

既に述べたように，統計的推定はアンサンブルの
性質を「それから抽出されたサンプルから推定する」
ことであるが，推定のために用いるアンサンブルに
関する何らかの仮定をモデル (または模型)と呼ぶ．
物理実験のように不確定性が外在的なときは観測

条件を制御して精度の向上を図ることができるが，不
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図 3: (a)通常の統計的推論では実験回数 n → ∞で急速に精度が向上することが望ましい．なぜなら，より少ない実
験回数で許容精度を達成できるからである．(b)幾何学的推論ではノイズレベル ε → 0で急速に精度が向上することが
望ましい．なぜなら，より大きな不確定性があっても許容精度が達成できるからである．

確定性が対象に内在的なときに精度を上げるには実
験を多数回行ない，仮定したモデルに基く統計的推
論を行なうしかない．しかし通常，実験にはコストが
伴い，また可能な回数が限定されていることも多い．
これを考慮して，推定性能の評価として実験回数

nを限りなく多くとるときの精度の増加速度で評価
する漸近解析がよく行われる．これは，実験回数 n

→∞で急速に精度が向上する推定法はそうでない方
法に比べてより少ない実験回数で許容精度を達成で
きるからである (図 3(a))．

5.2 幾何学的推定の場合

特徴点に基づく幾何学的推定では，背後にあるア
ンサンブルは他のアルゴリズムを適用したら得られ
るであろう特徴点の仮想的な位置の全体である．推
定の目的は特徴点があらゆる可能な位置をとるとき
の解釈の期待値 (＝真の解釈と仮定する)を推定する
こと，およびその推定の真の解釈からのずれをその
仮想的アルゴリズムのアンサンブル平均の意味でな
るべく小さくすることである．
しかしアンサンブルは仮想的であり，特定のアルゴ
リズムを用いる限り他の値を取り出すことができな
い．すなわち実験回数は n = 1に限定されている．こ
のとき推定の性能をどう評価すればよいであろうか．
明らかに推定の目的は少ない実験回数で許容精度
を達成することでなく，処理の不確定性が大きくて
も精度が高いことである．とすると，特徴点位置の
不確定性が小さいと仮定した場合の精度の増加速度
を評価すればよい．具体的には式 (1)中のノイズレ
ベル εが小さくした場合を解析すればよい．なぜな
ら，ノイズレベル ε → 0で急速に精度が向上する推
定法はそうでない方法に比べてより不確定な特徴点
抽出処理に対しても許容精度が達成できるからであ
る (図 3(b))．

6. 幾何学的推論の漸近評価
前節の考察を具体例で示す．

6.1 幾何学的当てはめ

画像から抽出したN 個の特徴点 p1, ..., pN の真の
位置を p̄1, ..., p̄N とする．これらがある u次元ベク

トル uでパラメータ化された拘束条件

F (p̄α, u) = 0, α = 1, ..., N (2)

を満たすとき，パラメータ (母数)uを推定すること
が幾何学的当てはめである [9]．拘束条件 (2)を (幾
何学的) モデル と呼ぶ．
典型的な問題は指定したN 点の真の位置がある直
線あるいはあるパラメータ化された曲線 (円や楕円な
ど)の上にあるとき，その直線あるいは曲線を求める
ことであるが，そのまま複数の画像間の拘束にも拡
張できる [9]．例えば第 1画像の点 (xα, yα)が第 2画
像の点 (x′α, y′α)に対応するとき (xα, yα, x′α, y′α) を 4
次元空間の特徴点 pαと見なせばよい (図 4)．カメラ
の撮像を透視投影とすれば，拘束条件 (2)に相当す
るのはエピ極線方程式 と呼ばれる関係であり，パラ
メータ uとして 2画像を撮影したカメラの相対位置
関係を定める基礎行列を求める問題となる [17]．また
遠方シーンや平面シーンを撮影した 2画像では対応
する特徴点は (平面)射影変換で結ばれ，パラメータ
u に対応する射影変換行列を求める問題となる [12]．
特徴点 pαの共分散行列を式 (1)のように書き，特

徴点の不確定性を正規分布とみなすと，N 個の特徴
点の可能な位置のアンサンブル上での最尤推定は正
規化共分散行列 V0[pα]に関するマハラノビス距離の
2乗和

J =
N∑

α=1

(pα − p̄α, V0[pα]−1(pα − p̄α)) (3)

を {p̄α}とuについて拘束条件 (2)のもとで最小化す
ればよい．ただし各 pα をベクトルとみなし，( · , · )
はベクトルの内積を表す．
ノイズレベル εが小さいと仮定して εに関して摂

動解析を行なうと，式 (3)を最小化する解 ûの共分
散行列 V [û]は ε → 0でOに収束し (一致性」)，か
つ V [û]はO(ε4)の項を除いて精度の理論限界を達成
すること (漸近有効性)が証明できる [9]．
このことから，最尤推定を用いれば許容精度を達

成するのに他の方法に比べて特徴点の不確定性が大
きくてもよいことが結論される．
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(a) (b)

図 4: (a) 異なる位置から撮影した建物の画像から抽出した特徴点．(b) それらのうち，対応する位置を線分で結んだ
「オプティカルフロー」(黒丸が左画像に対応). 各対応の端点は 4次元空間の 1点と同一視できる．

6.2 幾何学的モデル選択
幾何学的当てはめではモデル (2)は既知であり，そ
のパラメータ u を推定するものであるが，拘束条件
に複数のモデル F 1(p̄α,u1) = 0, F 2(p̄α, u2) = 0, ...
がある場合，どれが妥当かを判定するのが (幾何学的
)モデル選択である [9]．
これには各々のモデルを仮定してはパラメータ u

を最尤推定し，式 (3)の最小値 (残差 (平方和))Ĵ の
小さいモデルを採用すればよさそうであるが，式 (3)
の uにその最尤推定量 ûを代入すると，ûは J を
最小にするように定めているので異なる拘束条件を
公平に比較できない．そこでその残差の偏りを是正
したものを用いることが考えられる．これが赤池の
AIC[1, 2] の思想であり，その導出の出発点はカル
バック情報量 である．そこでノイズレベル ε が小さ
いと仮定して εに関して摂動解析を行なうと次の幾
何学的AICが得られる [10]．

G-AIC = Ĵ + 2(Nd + n)ε2 + O(ε4) (4)

ここに d は拘束条件 (2)がデータの空間に定義する
多様体の次元である．これが入ることが赤池の AIC
との見かけ上の違いであり，N 個の特徴点の位置の
不確定性を反映している．
一方，RissanenのMDL[23, 24]はデータとパラ
メータを符号化して得られる最小の記述長をモデル
のよさとするものである．Rissanenにならって実数
パラメータを離散値に量子化し，その量子化幅を全
体の記述長が最小になるように定め，ノイズレベル
εが小さいと仮定して εに関して摂動解析を行なうと
次の幾何学的MDLが得られる [10]．

G-MDL = Ĵ − (Nd + n)ε2 log
( ε

L

)2

+ O(ε2) (5)

ここに Lはある基準長であり，データの大きさに対
する比がO(1)となるように選ぶ (特徴点データの場
合は画像のサイズにとればよい)．これを厳密に定め
るにはデータがデータ空間のどの部分に現れやすい
かという事前分布が必要になるが，通常はオーダが

同じである限りモデル選択にほとんど影響を与えな
い [10]．

6.3 等価的な統計的解釈

幾何学的推論の漸近評価の仕方が通常の統計的推
論と正反対であるにもかかわらず，前 2節の結果は
通常の統計学の結果に類似している．通常の統計的
推定では実験回数を nとすると，標準的な条件のも
とで最尤推定量の共分散行列は 1/n →0でOに収束
し (一致性)，O(1/n2)の項を除いてクラメル・ラオ
の下界を達成すること (漸近有効性)が知られている．
すなわち 1/

√
nが幾何学的推定におけるノイズレベ

ル εと同じ役割を果たしている．

この対応はモデル選択でも同様である．赤池のAIC
では式 (3)ではなく，それを ε2で割った，すなわち
式 (3)の正規化共分散行列 V0[pα]を式 (1)の共分散
行列 V [pα]に置き換えたものを用いている (したがっ
て J は対数尤度の −2倍に等しい)．式 (4)を ε2 で
割ると Ĵ/ε2 + 2(Nd + n) + O(ε2)となり，Nd + n

は各特徴点を含めた未知パラメータの総数であるか
ら，高次の項を除くと赤池の AICと同じ (対数尤度
の−2倍)+2(未知パラメータの総数)の形となる．ま
た式 (5)でも εを 1/

√
nに置き換えると Rissanenの

MDLと同じ形になる．

これは次のように解釈できる．幾何学的推定では
アンサンブルは仮想的であるから，実際には 1個の
サンプルしか観測できない．しかし仮に毎回異なる
位置を繰り返してサンプルできるとすると，n個の
サンプルから真の位置を最適に推定するには正規分
布モデルのもとではサンプル平均をとればよい．サ
ンプル平均の共分散行列はもとの共分散行列の 1/n

になるから，このような仮想的に推定は式 (1)におい
てノイズレベル εを 1/

√
n倍することと等価である．

実際，特徴点抽出アルゴリズムの内部パラメータ
(判定のしきい値など)をランダムに変動させては特徴
点を抽出し，その分布の共分散行列を計算したり，平
均をとって抽出精度を上げたりする試みもある [16]．
このような繰り返し全体は一つの抽出処理とみなせる
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から，実質的に高い精度の処理を実現したといえる．
要するに ε → 0の摂動解析は仮想的にサンプルを

n回繰り返したときの n → ∞の漸近解析に相当し
ているので，通常の統計的推測における実験回数 n

→ ∞の漸近的性質が幾何学的推定において ε → 0
の摂動解析に現れるのである．その結果，nに対す
る漸近評価 · · · + O(1/

√
nk) が ε に対する漸近評価

· · ·+ O(εk)として現れる．

7. 撹乱母数とセミパラメトリックモデル
7.1 何に対する漸近性か
通常の統計的推定の n →∞の漸近解析の nは「実
験回数」であり，「試行回数」，「観測回数」，「サンプ
ル数」とも呼ばれる．これを増やすほど考えている
アンサンブルの性質がより明らかになることは直観
的に理解しやすい．
しかし nは「データ数」と呼ばれることもあるの
で誤解を招きやすい．例えば 1回の実験データが 100
次元ベクトルのときデータ数は 100ではなく n = 1
である．なぜなら，考えているのは 100次元ベクト
ルのアンサンブルから選ばれた 1サンプルだからで
ある．
例えば文字認識では文字パタンのアンサンブルを
考え，その学習では望ましい応答が得られるための
学習回数 nを問題にする．これは各文字を表現する
特徴ベクトルの次元N とは別問題であり，学習の統
計的解析は n → ∞の挙動を対象とする．N → ∞
ではない．
しかし特徴点に基く幾何学的推論ではアンサンブ
ルが仮想的で現実には 1回しか実験できないことか
ら，1回の実験データの次元と混同する誤解が生じて
いる．例えば画像から 50個の特徴点を抽出すれば，
それらの x, y座標からなる 100次元ベクトルが 1個
データである．濃淡値などの他の情報を用いない限
り，その 100次元ベクトルがその画像の特徴ベクト
ルであり，文字認識や顔画像認識において一つの文
字や顔画像を 100次元ベクトルで表すのと同じであ
る．そして，これをある 100次元ベクトルのアンサ
ンブルから選ばれたサンプルとみなし，仮定した幾
何学的モデルからそのアンサンブルの性質を推定す
るのが統計的方法である．

7.2 ネイマン・スコット問題
ところが背後にあるアンサンブルを明確にせず，抽
出する特徴点の個数をN とするとき，N → ∞の挙
動を議論する研究がある [19]．その画像がその特徴
点位置で代表されているので，N を変えると「別の
画像」になる．それにもかかわらずこのような議論
が行なわれる背景には，統計学において類似の問題
が存在するからである．例えば遠方の地面に長い棒
状の構造物が横たわっているとする．これに向かって

ある方向にレーザ光を照射し，その反射時間からそ
の構造物の位置を推定する問題を考えよう．レーザ
光は原理的には任意の方向に何度でも照射できると
するが，その照射方向には (一般に方向に依存する)
誤差が入るとする．そして，なるべく少ない照射回
数でなるべく高い推定精度を達成したいとする．こ
のような推定の精度は照射回数を nとするとき n →
∞の挙動で評価するのが自然である．
背後にあるアンサンブルはあらゆる照射方向に対

する反射時間である．普通は各照射の厳密な方向に
は関心がなく，その構造物の位置のみに関心がある
ので，前者 (照射方向の真値)を撹乱母数，後者 (構
造物の位置)を構造母数と呼ぶ [19]．このような問題
はネイマン・スコット問題 [20]と呼ばれ，誤差変量
(errors-in-variables)モデル [5] も類似の構造を持っ
ている．これに対する最適な推定法として，どの方
向に照射するかの確率分布の存在を仮定し，実際に
照射した方向はそこからのサンプルであるとみなす
解析が行なわれる．このような定式化はセミパラメ
トリックモデルと呼ばれる [3]．しかし，各レーザ照
射をランダムな試行とすると，一般に試行のたびに
誤差の特性が変化することになる．このような病的
な状況は heteroscedastic と呼ばれる [15]．

7.3 幾何学的推定とセミパラメトリックモデル

上述の問題は，画像に特徴点抽出処理を行なって
得た特徴点位置によって画像を特徴づけ，その幾何
学的構造を解析する問題と明らかに異なる．これに
セミパラメトリックモデルを適用して望ましい結果
が得られるかは検討を要する課題である [14, 21]．ま
た，その際にどういうアンサンブル (またはアンサン
ブルのアンサンブル)を考えているのか，特に特徴点
の数を増やすことをどう解釈するのかを明確にする
必要がある．
これは単に概念上の問題ではなく，実際のシミュ
レーション実験の仕方に影響を与える．シミュレー
ションでは特徴点数も加えるランダム誤差も任意に
調節できるが，ある特徴点数N とランダム誤差の標
準偏差 ε に対してアルゴリズム Aがアルゴリズム B
より優れるとしても別のN と εに対しては逆のこと
があり得る．N と εの変化のさせ方として，εを固定
してN を変える [19]（より少ない特徴点でも精度が
出る）のと，N を固定して εを変える [11]（より不
確定な処理でも精度が出る）のが考えられるが，ど
ちらで評価すべきかを指定しなければ公平な比較が
できない．

8. まとめ
コンピュータビジョンのための画像処理には特殊
な事情が多く，「統計的」という言葉を用いても統計
学や他分野の研究者とのコミュニケーションが困難
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で，それに起因する誤解や論争が生じやすい．本論
文では画像の研究者間では暗黙に了解 (時には誤解)
されている背景を明示し，今後の研究の発展および
他分野とのコミュニケーションの促進を試みた．
まずコンピュータビジョンにおける画像処理の本
質と，それに由来する特徴点位置の不確定性の根元
を探求し，「幾何学的当てはめ」，「幾何学的モデル選
択」や「幾何学的AIC」と「幾何学的MDL」の意味
を述べた．そして「漸近評価」の解釈を「撹乱母数」，
「ネイマン・スコット問題」，「セミパラメトリックモ
デル」などの概念と関係づけて考察した．本論文の
主な指摘は次の通りである．
• 「統計的方法」とは観測データの性質を調べる
のでなく，それらがある「アンサンブル」から
ランダムに抽出されたサンプルであるとみなし，
仮定したモデルに基いてそのアンサンブルの性
質を推論することである．

• どういうアンサンブルを考えているかを明確に
しなければ，統計的解析を巡って混乱が生じる．

• 特徴点の位置の不確定性は，特徴点抽出アルゴ
リズムの不完全性を反映したものであり，その
不完全性はコンピュータビジョンの宿命であっ
て避けられない．

• 特徴点に基く推論で考えるアンサンブルは「特
徴点が抽出され得る可能な位置の集合」である．
これは異なる予測に基づく「特徴点の抽出アル
ゴリズムの集合」と対応する．

• 画像上にN 個の特徴点を抽出すれば，考えてい
るアンサンブルは 2N 次元ベクトルの仮想的な
値の集合であり，観測できるのはそれからの 1
個のサンプルである．

• このような場合の推定の性能評価はノイズレベ
ル ε → 0 に対する漸近的解析によるのが適切で
ある．

• その漸近評価は仮想的な実験を n回繰り返すと
きの n → ∞の漸近評価と実質的に等価であり，
したがって通常の統計解析の n →∞の性質が幾
何学的推論の ε → 0に対する性質として現れる．

• 特徴点数N → ∞の漸近評価はその意味を十分
に考えなければ，シミュレーション実験も手法
の評価も無意味なものになる．
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