
積分　 [integral]　実関数 f(x)が区間 [a, b]で有界なとき，
この区間内に分点 a = x0 < x1 < · · · < xn = bをとり，∆

= maxn
i=1(xi − xi−1) とおく．各区間 [xi−1, xi]内に任意に

点 ξiをとり，和

S =
n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

を考える．∆ → 0となるように n → ∞とするとき，和
Sが分点のとり方や ξiの選び方によらずに一定値に収束す
れば，f(x)は [a, b]においてリーマン積分可能 (あるいは単
に積分可能，可積分)といい，その値を

∫ b
a f(x)dxと書き，

リーマン積分 (Riemann integral)，あるいは単に積分とよ
ぶ．a > bの場合は

∫ b
a f(x)dx = − ∫ a

b f(x)dxと約束する．
次のことが知られている．
(1) f(x)が区間 [a, b]で連続なとき

∫ b

a
f(x)dx = (b− a)f(a + θ(b− a))

となる 0 < θ < 1が存在する (平均値の定理 (mean value

theorem))．
(2)関数列 {fn(x)}が区間 [a, b]で関数 f(x)に一様収束す
れば

lim
n→∞

∫ b

a
fn(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx

(3) 級数
∑n

i=1 fn(x)が区間 [a, b]で関数 S(x)に一様収束
し，かつ各 fn(x)が積分可能であれば

∫ b

a
S(x)dx =

∞∑

n=1

∫ b

a
fn(x)dx

(項別積分 (termwize integration))

(⇒連続性，一様収束）
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不定積分　 [indefinite integral] 　一つの端点 a を固定
し，他の端点 xを変数とする実関数 f(x)の積分 F (x) =∫ x
a f(t)dt を f(x)の不定積分という．
f(x)に対して F ′(x) = f(x)となる関数 F (x)を f(x)の

原始関数という．f(x) が連続であれば不定積分 F (x) =∫ x
a f(t)dt は f(x)の原始関数の一つであり，他のすべての
原始関数は F (x) + C と表せる．C は定数であり，積分定
数とよぶ．F (x)が f(x)の原始関数のとき

∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a)(≡ [F (x)]ba)

が成り立つ（微分積分学の基本定理 (fundamental theorem

of calculus))．
f(x), g(x)が区間 [a, b]で連続で，f(x)が連続な導関数

f ′(x)をもち，g(x)が原始関数G(x)をもつとき，次の式が
なりたつ (部分積分 (integration by parts))．

∫ x

a
f(t)g(t)dt = [f(t)G(t)]xa −

∫ x

a
f ′(t)G(t)dt

(⇒微分，積分）
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特異積分　 [improper integral]　実関数 f(x)が積分区間
において有界でない場合，あるいは積分区間が有界でない
場合に，次のように特異積分 (または広義積分)を定義する．

(1) 区間 [a, b]の上端 bの近傍で有界でない場合，任意の
0 < ε < b− aに対して f(x)が区間 [a, b− ε]で積分可能で
あるとする．このとき

lim
ε→+0

∫ b−ε

a
f(x)dx

が存在すれば，その値を
∫ b
a f(x)dxと表す (ε → +0は εを

正の側から０に近づけることを表す)．区間 [a, b]の下端 a

の近傍で有界でない場合も同様に定義できる．
(2)区間 [a, b]内の有限個の点 c1, c2, · · ·, cnの近傍で f(x)

が有界でない場合は
∫ b

a
f(x)dx =

∫ c1

a
f(x)dx +

∫ c2

c1
f(x)dx + · · ·+

∫ b

cn

f(x)dx

とする．ただし右辺の各項は (1)で定義した特異積分である．
(3) 区間 [a,∞)．任意の b > aについて f(x)は区間 [a, b]

で積分可能であるとする．このとき

lim
b→∞

∫ b

a
f(x)dx

が存在すれば，その値を
∫∞
a f(x)dxと表す．

∫ b
−∞ f(x)dxも

同様に定義される．
(4)区間 (−∞,∞)についても

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ c

−∞
f(x)dx +

∫ ∞

c
f(x)dx

とする．ただし右辺の各項は (3)で定義した特異積分であ
る (cは任意)．
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特異積分が存在する十分条件として次のものが知られて
いる (Oはランダウの記号 (⇐))．

(1) f(x)が区間 [a, b)で連続で x = bの近傍で

f(x) = O((b− x)α), α > −1

であれば
∫ b
a f(x)dxが存在する．

(2) f(x)が区間 [a,∞)で連続で，x → ∞ のとき
f(x) = O(xα), α < −1

であれば
∫∞
a f(x)dxが存在する．

(3) 特異積分
∫ b
a |f(x)|dx (a, bは±∞ でもよい)が存在す

れば特異積分
∫ b
a f(x)dxも存在し，
∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)|dx

このとき f(x)は絶対積分可能 (absolutely integrable)，あ
るいは絶対可積分であるという．

(2)の定義によれば f(x)が区間 [a, b]内の点 cの近傍で有
界でないとき，特異積分

∫ b
a f(x)dxは

lim
ε1,ε2→0

{∫ c−ε1

a
f(x)dx +

∫ b

c+ε2

f(x)dx

}

と定義される．ただし ε1, ε2は独立に 0に近づける．もし
ε1 = ε2として 0に近づけて収束するなら，その値をコー
シーの主値 (Cauchy’s principal value)という．また (4)の
定義によれば特異積分

∫∞
−∞ f(x)dxは

lim
a→−∞,b→∞

∫ b

a
f(x)dx

と定義される．ただし a, bは独立に極限をとる．もし |a| =
|b|として極限をとって収束するなら，その値をやはりコー
シーの主値という．
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多重積分　 [multiple integral]　長方形領域 I: a ≤ x ≤ b,

c ≤ y ≤ dで実関数 f(x, y)が有界なとき，区間 [a, b], [c, d]

に分点 a = x0 < x1 < · · · < xm = b, c = y0 < y1 < · · · <

yn = dをとってmn個の小長方形に分割する．各小長方形
xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj中に点 (ξij, ζij)をとり，和

S =
m∑

i=1

n∑

j=1

f(ξij, ζij)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

を考える．∆ = maxi,j(xi−xi−1, yj − yj−1)とおき，∆ → 0

となるようにm → ∞, n → ∞とするとき，和 Sが分点の
とり方や点 (ξij, ζij)の選び方によらず一定値に収束すれば，
f(x, y)は領域 I上で (リーマン)積分可能 (あるいは可積分)

であるといい，その値を
∫ ∫

I f(x, y)dxdyと書いて (リーマ
ン)二重積分 (doublle integral)とよぶ．３次元空間の直方
体領域やより高次元の場合も同様にして (リーマン)多重積
分が定義される．
一般の有界閉領域D上で有界な関数 f(x, y)に対して，D

を含む長方形領域 Iを考え，

f̃(x, y) =

{
f(x, y) (x, y) ∈ D

0 (x, y) ∈ I −D

のように拡大した関数 f̃(x, y) が I 上で積分可能のとき，
f(x, y) はD上で積分可能 (あるいは可積分)であるといい，

∫ ∫

D
f(x, y)dxdy =

∫ ∫

I
f̃(x, y)dxdy

と定義する．Dを積分領域とよぶ．高次元の場合も同様に
定義される．

f(x, y)がD上で連続なら
∫ ∫

D
f(x, y)dxdy = f(ξ, ζ)|D|
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となる点 (ξ, ζ) ∈ Dが存在する (平均値の定理 (mean value

theorem))．より高次元の場合も同様である．
積分領域Dが連続関数 φ1(x), φ2(x)によって a ≤ x ≤ b,

φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)と表され，f(x, y)が連続なら次のよう
に１次元の積分の繰返しで計算できる (累次積分 (iterated

integral))．

∫ ∫

D
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy

)
dx

連続な偏導関数をもつ連続関数 φ1(u, v), φ2(u, v)によっ
て x = φ1(u, v), y = φ2(u, v)の関係で xy平面の領域D が
uv平面の領域D′に一対一対応しているとき，次のように
変数変換ができる．

∫ ∫

D
f(x, y)dxdy =

∫ ∫

D
f̃(u, v)|J(u, v)|dudv

ただし，f̃(u, v) ≡ f(φ1(u, v), φ2(u, v))であり，

J(u, v) ≡
∣∣∣∣∣

∂φ1/∂u ∂φ1/∂v

∂φ2/∂u ∂φ2/∂v

∣∣∣∣∣

とおいた．Jをヤコビアン (Jacobian)とよぶ．高次元の場
合も同様の関係が成立する．

(⇒積分）
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線積分　 [curvilinear integral]　 x(t), y(t)を a ≤ t ≤ b上
の連続関数とするとき，平面上の集合 C: (x(t), y(t)), a ≤
t ≤ bを x(t), y(t)の定義する曲線という．tの増加する方
向をその曲線 C の向きという．f(x, y)を C 上の連続な実
関数とする．区間 [a, b]に分点 a = t0 < t1 < · · · < tn = b

をとり，２点 (x(ti−1), y(ti−1)), (x(ti), y(ti))の間の距離を

∆si =
√

(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2

とし，∆ = maxn
i=1 ∆siとおく．各区間 [ti−1, ti]に任意に τi

をとり，和

S =
n∑

i=1

f(x(τi), y(τi))∆si

を考える．∆ → 0となるように n → ∞とするとき，Sが
分点のとり方や τiの選び方によらず一定値に収束すれば，
その値を

∫
c f(x, y)dxと書き，曲線Cに従う (線素 dxに関

する)線積分という．これが存在するときは同じ曲線の別
の表し方C: (x(t′), y(t′)), a′ ≤ t′ ≤ b′ に対しても同一の値
となる．特に f(x, y) = 1のとき，

∫
C dsが存在すれば，こ

れが曲線Cの長さにあたる．
線積分

∫
c f(x, y)ds において，曲線 C を積分路といい，

P (x(a), y(a)), Q(x(b), y(b))をそれぞれ始点，終点という．∫
C f(x, y)ds の定義において ∆si をそれぞれ xi − xi−1,

yi − yi−1 で置き換えた積分が存在するとき，それらを∫
C f(x, y)dx,

∫
C f(x, y)dyと書く．

曲線Cを定義する関数 x(t), y(t)が a ≤ t ≤ bで連続な導
関数をもつとき，曲線Cは滑らかであるという．曲線Cが
滑らかで f(x, y)がC上で連続であれば線積分

∫
C f(x, y)ds,∫

C f(x, y)dx,
∫
C f(x, y)dyが存在し，次の関係式がなりたつ．

∫

C
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(x(t), y(t))

√
x′(t)2 + y′(t)2dt
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∫

C
f(x, y)dx =

∫ b

a
f(x(t), y(t))x′(t)dt

∫

C
f(x, y)dy =

∫ b

a
f(x(t), y(t))y′(t)dt

f(x, y), g(x, y)が領域Dで連続な偏導関数をもつとき次
の関係式がなりたつ (グリーンの定理 (Green’s theorem))．

∫ ∫

D

(
∂f

∂x
+

∂g

∂y

)
dxdy =

∫

C
f(x, y)dy −

∫

C
g(x, y)dx

ただし C は領域Dの境界であり，Dを正の向きに囲むよ
うに (進行方向に対して左側が内部となるように)向きをつ
ける．

(⇒多重積分)
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面積分　 [surface integral]　 uv平面のある領域D上で定
義された連続関数 x(u, v), y(u, v), z(u, v)によって表され
る空間の集合S: (x(u, v), y(u, v), z(u, v))をx(u, v), y(u, v),

z(u, v)の定義する曲面という．x(u, v), y(u, v), z(u, v)がD

上で連続な偏導関数をもつとき，曲面 Sは滑らかであると
いう．このとき積分領域をDとする二重積分

|S| =
∫ ∫

D

√√√√
(

∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(z, x)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

dudv

がこの曲面の面積にあたる．ただし

∂(x, y)

∂(u, v)
≡

∣∣∣∣∣
∂x/∂u ∂x/∂v

∂y/∂u ∂y/∂v

∣∣∣∣∣

と定義する (ヤコビアン)．
uv平面の領域Dを n個の小領域Diに分割し，対応する
小曲面 Siの面積を |Si|とする．各小曲面 Si上の最も離れ
た２点間の距離 (直径)を∆iとし，∆ = maxn

i=1 ∆iとする．
各小曲面 Si上に点 (xi, yi, zi)をとり，S上で定義された関
数 f(x, y, z)に対し，和

n∑

i=1

F (xi, yi, zi)|Si|

を考える．∆ → 0となるように n → ∞としたとき，これ
が分割の仕方や (xi, yi, zi)の選び方によらずに一定値に収
束すれば，その値を

∫ ∫
S f(x, y, z)dSと書いて，曲面S上の

(面素 dSに関する)面積分とよぶ．これが存在すれば同じ
曲面Sの別の表し方 S: (x(u′, v′), y(u′, v′), z(u′, v′)), (u′, v′)
∈ Dに対しても同じ値となる．
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∫ ∫
S f(x, y, z)dSの定義において |Si|をそれぞれ

∫ ∫

Di

∂(y, z)

∂(u, v)
dudv,

∫ ∫

Di

∂(z, x)

∂(u, v)
dudv,

∫ ∫

Di

∂(x, y)

∂(u, v)
dudv

で お き 換 え た 積 分 が 存 在 す る と き ，そ の 値 を∫ ∫
S f(x, y, z)dydz,

∫ ∫
S f(x, y, z)dzdy,

∫ ∫
S f(x, y, z)dxdy

と書く．
Sが滑らかで f(x, y, z)がS上で連続であれば面積分が存

在して，次の関係式が成り立つ．
∫ ∫

S
f(x, y, z)dS

=
∫ ∫

D
f̃(u, v)

√√√√
(

∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(z, x)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

dudv

∫ ∫

S
f(x, y, z)dydz =

∫ ∫

D
f̃(u, v)

∂(y, z)

∂(u, v)
dudv

∫ ∫

S
f(x, y, z)dzdx =

∫ ∫

D
f̃(u, v)

∂(z, x)

∂(u, v)
dudv

∫ ∫

S
f(x, y, z)dxdy =

∫ ∫

D
f̃(u, v)

∂(x, y)

∂(u, v)
dudv

ただし f̃(u, v) = f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))である．
f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)が空間内の有界な閉領域

V で連続な偏導関数を持ち，境界面 Sが滑らかなとき，次
の関係式が成り立つ (ガウスの発散公式 (Gauss’divergence

formula))．
∫ ∫ ∫

V

(
∂f

∂x
+

∂g

∂y
+

∂h

∂z

)
dxdydz

=
∫ ∫

S
f(x, y, z)dydz+

∫ ∫

S
g(x, y, z)dzdy+

∫ ∫

S
h(x, y, z)dxdy

(⇒多重積分)

10



スチルチェス積分　 [Stieltjes integral]　実関数 f(x),

ϕ(x)が閉区間 [a, b]で有界のとき，分点 a = x0 < x1 < · · ·
< xn = bをとり，∆ = maxn

i=1(xi − xi−1) とおく．各小区
間 [xi−1, xi]内に任意に点 ξiをとり，和

S =
n∑

i=1

f(ξi)(ϕ(xi)− ϕ(xi−1))

を考える．∆→ 0となるようにn→∞とするとき，和Sが
分点のとり方や ξiの選び方によらずに一定値に収束すれば，
その値を

∫ b
a f(x)dϕ(x)をと書き，リーマン・スチルチェス

積分 (Riemann-Stieltjes integral)，あるいは単にスチルチェ
ス積分とよぶ．ϕ(x) = xとした場合が通常の (リーマン)積
分である．a > b に対して

∫ b
a f(x)dϕ(x)を− ∫ a

b f(x)dϕ(x)

と定義する．
区間 [a, b]の分点 a = x0 < x1 < · · · < xn = b に対して

n∑

i−1

|ϕ(xi)− ϕ(xi−1)| ≤ M

となる分割によらない一定のMがとれるとき，ϕ(x)は [a, b]

で有界変動 (bounded variation)であるという．区間 [a, b]で
f(x)が有界変動であれば

∫ b
a f(x)dϕ(x)が存在する．さらに∫ b

a ϕ(x)df(x)も存在し，

∫ b

a
f(x)dϕ(x) = [f(x)ϕ(x)]ba −

∫ b

a
ϕ(x)df(x)

(部分積分 (integration by parts))．ただし [F (x)]baはF (b)−
F (a)を表す．

ϕ(x)が区間 [a, b]で連続な導関数をもつとき

∫ b

a
f(x)dϕ(x) =

∫ b

a
f(x)ϕ′(x)dx
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また，y = ϕ(x)が区間 [a, b]で狭義単調増加 (x1 < x2なら
ϕ(x1) < ϕ(x2))であれば，その逆関数を x = ϕ−1(y)とする
とき ∫ b

a
f(x)dϕ(x) =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(ϕ−1(y))dy

(⇒積分)
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ルベーグ積分　 [Lebesgue integral]　 f(x)が (−∞,∞)

で正または 0の有界な関数とし，M を任意の上界 (すなわ
ち 0 ≤ f(x) < M)とする．区間 [0,M ]に分点 0 = f0 < f1

< · · · < fn = Mをとり，Ei = {x|i−1 ≤ f(x) < fi}とする．
集合Ei ⊂ (−∞,∞)の長さを表す量 (有限個あるいは加算
個の点なら 0，区間なら区間長，区間の和集合なら各区間
長の総和，等)を µ(Ei)とおき，集合 Eiの測度 (measure)

とよぶ．このとき和

S =
n∑

i=1

fiµ(Ei)

を考える．∆ = maxn
i=1(fi− fi−1)とおき，∆ → 0となるよ

うに n → ∞とするとき，和 S は分点のとり方によらずに
一定値に収束する (∞も含める)．これを

∫
f(x)dx(あるい

は
∫

f(x)dµ(x))と書いてルベーク積分 (Lebesgue integral)

とよぶ．
f(x)が有界でない場合はM → ∞の極限値と定義する

(∞かもしれない)．f(x)が負の値もとる場合は

f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = min(f(x), 0)

とおくと，f(x) = f+(x) + f−(x)であり，f+(x), −f−(x)

は非負の関数であるから
∫

f(x)dx =
∫

f+(x)dx +
∫

(−f−(x))dx

と定義する．ただし∞+実数 = ∞，実数−∞ = −∞，∞+

∞ = ∞，−∞−∞ = −∞と約束し，∞−∞は定義され
ない．

∫
f(x)dxが有限の値をとるとき f(x)はルベーグ可

積分 (Lebesgue integrable)であるという．
f(x)がリーマン可積分であれば，(特異積分の特殊なも

のを除いて)ルベーグ可積分でもあり，両者の積分は一致
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する．しかしリーマン可積分でなくてもルベーグ可積分の
ものは多く，積分をルベーグ積分とみなせば，各種の極限
の存在が保証されたり，極限操作を交換できるなど，理論
的扱いが容易になる．
関数 f(x), g(x) のとる値が異なる点の集合 {x|f(x) 6=

g(x)} の測度が 0のとき，f(x)と g(x)はほとんど至ると
ころ (almost evrywhere) 等しいという．ほとんど至るとこ
ろ等しい関数のルベーグ積分は等しい．またルベーグ積分
が

∫ |f(x)|dx = 0であれば f(x)はほとんど至るところ 0に
等しい．
ルベーグ積分の基本的性質としては，リーマン積分で成
立する性質のほかに次のようなものがある．
ルベーク単調収束定理 (Lebesgue’monotone convergence

theorem)　 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · ·であり，limn→∞ fn(x)

がほとんど至るところ存在すれば

lim
n→∞

∫
fn(x)dx =

∫
lim

n→∞ fn(x)dx

ルベーグの (有界収束）定理 (Lebesgue’s (dominated con-

vergence) theorem)　 lim fn(x)がほとんど至るところ存在
し，|fn| ≤ h(x)なるルベーグ可積分な関数 h(x)が存在す
れば limn→∞ fn(x)もルベーグ可積分で

lim
n→∞ fn(x)dx =

∫
lim

n→∞ fn(x)dx

項別積分定理 (termwise integration theorem) 　 (i)∑∞
k=1 fk(x)がほとんど至るところ収束し，|∑n

k=1 fk(x)| ≤
h(x), n = 1, 2, · · ·なるルベーク可積分な関数 h(x)が存在
する，または (ii)各 kについて fk(x)はルベーグ可積分かつ
fk(x) ≥ 0，または (iii)各 kについて fk(x) はルベーグ可積
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分かつ
∑∞

k−1

∫ |fk(x)|dx < ∞であれば
∫ ∞∑

k=1

fk(x)dx =
∞∑

k=1

∫
fk(x)dx

n次元空間の場合も測定が定義されれば同様にしてルベー
グ積分が定義される．特に２次元の場合，測定を適切に定
義すれば次の式が成立する (フビニの定理 (Fubini’s theo-

rem))．
∫

f(x, y)dxdy =
∫ (∫

f(x, y)dx
)

dy =
∫ (∫

f(x, y)dy
)

dx

しかし測度を厳密に定義することは単純ではない．空間
Xの部分集合に対して [0,∞)の値をとる集合関数µが次の
(i), (ii)を満たすとき，これをX上の測度という．(i)空集
合 ∅に対して µ(E) ≥ 0．(ii) E1, E2, · · · ⊂ X が互いに交
わらないときµ(∪∞k=1Ek) =

∑∞
k=1 µ(Ek)．ところが，このよ

うな測度をすべての部分集合に対して矛盾なく定義するこ
とは一般にはできない．そこで次の (a)∼(d)を満たす部分
集合の族 E (これを完全加法族または σ加法族という)を固
定し，これに属する部分集合のみに測度を定義する．(a) φ,

X ∈ E．(b) E ⊂ E なら Ē ⊂ E (Ē = X − E は補集合)．
(c) E1, E2 ∈ E なら E1 ∩ E2 ∈ E．(d) E1, E2 · · · ∈ E な
ら ∪∞k=1Ek ∈ E．このとき空間X (あるいは (X, E , µ)とも
書く)を測定空間という．
測度の定義される集合を可測集合 (measurable set)とい

う．測度空間X上の実関数 f は任意の f1 < f2に対してE

= {x ∈ X|f1 ≤ f(x) ≤ f2}が可測集合のとき，可測関数
(measurable function)という．ルベーク積分は可測関数に
対して定義される．Xが n次元ユークリッド空間の場合は
ルベーク測度 (Lebesgue measure)とよぶ測度を定義して測
度空間とすることができる．

(⇒積分)
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等角写像　 [conformal mapping]　複素 z平面のある領域
を複素 w平面のある領域に一対一に対応させる関数 w =

f(z)で，交わる曲線を写像したときその交角が (向きを含
めて)常に保たれるものをその領域における等角写像とい
う．ただし曲線の交角は交点での接線のなす角と定義する．
このとき f(z)はその領域で正則関数 (⇐解析関数）になる
(すなわち複素微分 f ′(x)が存在する)．逆に任意の正則関数
(解析関数)は正則 (解析析的) で，f ′(z) 6= 0なる領域で等
角写像を定める (⇒複素関数，複素関数の微分).

平面上のある領域で定義された偏微分方程式の数値解法
の一つとして平面を網目に分割し，微分方程式を差分方程式
におき換えて解く方法 (差分近似解法 (difference method))

がある．このとき網目が直交曲線座標系となっていると，
差分近似の処理が簡単になる．またその微分方程式の定義
される領域の境界が座標曲線に一致していると境界条件の
処理が容易になる．そのような直交曲線座標系を生成する
のに等角写像がよく利用される．それは，一つの直交曲線
座標系 (直交座標系，極座標系など)に対して任意の等角写
像 f(z)を施したものも，やはり直交曲線座標系になってい
るからである．
特に流体力学や電磁気学でよく現れるポテンシャル問題

(potential problem)，すなわち与えられた境界条件を満た
す調和関数 (harmonic function，ラプラスの方程式∆φ =

0, ∆ ≡ ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 の解)を求める問題であれば，調
和関数 φ(x, y)を任意の等角写像w = f(z)で写像した関数
φ(u, v) (z = x+ iy, w = u+ iv)も調和関数であり，特に任
意の正則関数 f(z)の実部，虚部も調和関数であることから，
適当な等角写像を求めることにより解が直ちに得られる．
基本的な性質として，全複素平面 (無限遠点を含める)を

全複素平面へ一対一に写像する等角写像は１次 (分数)変換
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(linear (fractional) transformation)

z =
az + b

cz + d
, ad− bc =6= 0

しかないことが知られている．この変換全体は群をなし (１
次 (分数)変換群), 円を円に写像する (円円対応)．ただし直
線も半径無限大の円とみなす．
任意の境界とその内部からなる (全平面でない)単連結 (す
なわち穴のない一つの)領域は，内部が原点中心の単位円
の内部に，境界が境界に対応する一対一の等角写像が存在
する (リーマンの写像定理 (Riemann’s mapping theorem))．
この結果として，任意の二つの (全平面でない)単連結領域
は互いに一対一に等角写像できる．円，半平面，帯状領域
などの単純な領域では，そのような等角写像は簡単な初等
関数によって構成できる．しかし，一般的な領域に対して
そのような等角写像を構成するのは容易ではない．実際に
は，まず近似的なものを求め，近似を改良する反復を行う．
特別の場合として領域が多角形のとき，次の結果が知ら
れている．等角写像w = f(x) として

dw

dz
= (z − α1)

φ1−1(z − α2)
φ2−1 · · · (z − αn)φn−1

の解を選べば，上半平面 (Im z ≥ 0)が多角形の内部に写像
され，実軸が多角形の周りに写り，実軸上の点 α1, α1, · · ·,
αnが頂点に対応し，各頂点における多角形の内角がそれぞ
れ φ1π, φ2π, · · ·, φnπ となっている．これをシュワルツ・
クリストフェル変換 (transformation formula of Schwarz-

Christoffel)という．
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ベクトル場　 [vector field]　 xyz 直交座標をもつ３次元
空間 (あるいはその一部)の各点 (x, y, z)にスカラ f(x, y, z)，
ベクトルV = (u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z))が与えられて
いるとき，それぞれスカラ場 (scalar field)，ベクトル場と
いう．
スカラ場 f に対して gradf = (∂f/∂x, ∂f/∂y, ∂f/∂z)を
その勾配 (gradient)という．その向きはfの値が最も急に増
える方向を，その大きさはその方向への fの増加率を表す．
ベクトル場V に対して divV = ∂u/∂x+∂v/∂y +∂w/∂z

をその発散 (divergence)という．V を流体の速度場とみな
すと，各点での流体のわき出し率を表す．
ベクトル場V に対して rotV = (∂w/∂y−∂v/∂z, ∂u/∂z−

∂w/∂x, ∂v/∂x − ∂u/∂y) をその回転 (rotation) という
(curlV とも書く)．V を流体も速度場とみなすと，その向
きはその回りの (右ねじ方向の)流体の循環が最大となる方
向を，その大きさはその (単位面積を囲む)循環の量を表す．
スカラ場 f，ベクトル場V にラプラス演算子 (Laplacian)

4 = ∂2/∂x2+∂2/∂y2+∂2/∂z2を適用した4f = ∂2f/∂x2+

∂2f/∂y2 + ∂2f/∂z2, 4V = (4u,4v,4w)もそれぞれスカ
ラ場，ベクトル場である．形式的に5 = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)

とおいて，これをナブラ (nabla)またはハミルトン演算子
(Hamiltonian)とよぶ．gradf , divV , rotV , 4f , 4V をそ
れぞれ5f , 5V , 5× V , 52f , 52V と書くこともある．
次の関係がなりたつ．

div(rotV ) = 0

rot(gradf) = 0

4V = grad(divV )− rot(rotV )

divV = 0なるベクトル場 V をわき出しなし (または管
状 (solenoidal))，rotV = 0なるベクトル場 V をうずなし
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(または層状 (lamellar))であるという．単連結領域で，わ
き出しなしのベクトル場 V はあるスカラ場 φ(スカラポテ
ンシャル (scalar potential))があって V = gradφと，ま
た，うずなしのベクトル場V はあるベクトル場A (ベクト
ルポテンシャル (vector potential))があって V = rotAと
表せる．一般のベクトル場 V は両者の重ね合せとして V

= gradφ + rotAと表せる (ヘルムホルツの定理 (Helmholtz

theorem))．
4f = 0，4V = 0となるスカラ場 f，ベクトル場 V は
調和 (harmonic)であるという．わき出しなし (divV = 0)

かつうずなし (rotV = 0)のベクトル場 V は調和 (4V =

0)である．このとき，ある調和スカラ場 φ (4φ = 0)が単
連結領域で存在してV = gradφと表せる．
スカラ場 f , g，ベクトル場U , V に対して次の関係式が
なりたつ．

grad(fg)=g gradf + f gradg

div(fV )=(gradf)·V + fdivV

rot(fV )=(gradf)V × frotV

div(U×V )=V ·rotU −U ·rotV

rot(U×V )=(V ·5)U−(U ·5)V+(divV )U−(divU )V

grad(U ·V )=(U ·5)V+(V ·5)U+U×rotV+V ×rotU

ただし V = (u, v, w) に対して (V · 5)U は微分演算子
u∂/∂x + v∂/∂y + w∂/∂zをU の各成分に施すことを表す．

(⇒ベクトルの積分)
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ベクトルの積分　 [integrals of vectors]　 C を 3次元
空間の閉曲線，V をベクトル場とするとき，線積分 (⇐)∫
C V ·tds (

∫
C V ·dsとも書く)をCに沿う循環 (circulation)

という．ただし sは C の弧長を表すバラメータであり，t

は各点で sの増加する方向の単位接線ベクトルである．
Sを滑らかな曲面とし，V をベクトル場とするとき，面
積分 (⇐)

∫
S V ·ndS (

∫
S V · dSとも書く)を Sを通過する

流束 (flux)という．ただしnは S の各点での単位法線ベク
トルである．

V を空間の滑らかな境界をもつ領域とし，Sをその境界
閉曲面とすると，次のガウスの発散定理 (Gauss divergence

theorem)がなりたつ．
∫

V
divV dV =

∫

S
V · ndS

ただし，単位法線ベクトルnは外向きにとる (⇒多重積分)．
Sを空間の滑らかな境界をもつ曲面とし，Cをその境界
閉曲線とすると，次のストークスの定理 (Stokes theorem))

がなりたつ．
∫

S
(rotV ) · ndS =

∫

C
V · tds

ただし，単位接線ベクトル tはその点の近傍で単位法線ベ
クトルnの回りを右ねじ方向に回るようにとる．
以上の関係より，|V |を領域 V の体積，|S|を曲面 Sの
面積とするとき，次の関係がなりたつ．

divV = lim
|V |→0

1

|V |
∫

S
V · ndS

n · rotV = lim
|S|→0

1

|S|
∫

C
V · tds
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したがって divV，rotV はそれぞれベクトル場の発散 (わ
き出し)，回転 (うず)を表す．
任意の閉曲面 Sを通過する流束が 0 (

∫
S V ·ndS = 0)で

あればベクトル場 V はわき出しなし (divV = 0)であり，
任意の閉曲線 Cに沿う循環が 0 (

∫
C V · tds = 0)であれば

ベクトル場V はうずなし (rotV = 0)である．単連結領域
は逆も成り立つ．特にうずなしのベクトル場 V の 2点 P，
Qを結ぶ曲線に沿う線積分

∫ Q
P V · tdsは積分の経路によら

ない．これを始点 P を固定し，終点Qの関数とみなして
φとおけばV = gradφであり，φを (スカラ)ポテンシャル
((scalar)potential)という．

Sを領域V の境界閉曲面，nを外向き単位法線ベクトル，
rを点 P からの距離とすると

− 1

4π

∫

S

(
5 1

r

)
· ndS =





0 P が V の外部
1/2 P が S上
1 P が V の内部

となる (ガウスの公式 (Gauss’formula))．ただし5 = grad

である．また次の式がなりたつ．
∫

S
(f 5 g) · ndS =

∫

V
(f 4 g + (5f) · (5g))dV

∫

S
(f 5 g − g5 f) · ndS =

∫

V
((f 4 g − g4 f)dV

f(P ) = − 1

4π

∫

V

4f

r
dV +

1

4π

∫

S
(
1

r
5 f − f 5 1

r
) · ndS

(グリーンの公式 (Green’s formulae))．ただし f，gはスカ
ラ場，rは点 P からの距離であり，4はラプラス演算子で
ある．
２次元平面上ではガウスの定理，ストークスの定理は

∫

S
(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

∫

C
Pdx + Qdy
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に帰着する (グリーンの定理 (Green’s theorem))．ただしC

は領域 S を正の向きに (進行方向に対して左側が内部にな
るように)回る閉曲線である．n次元空間ではこれは

∫

∂S
ω =

∫

S
dω

と一般化される (一般ストークスの定理 (generalized Stokes

theorem))．ただし ∂S は領域Sの境界，ωは微分形式，dω

はその外微分である．
(⇒ベクトル場，線積分，面積分)
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関数空間　 [function space]　固定した定義域D上のあ
る性質をもつ関数全体F を一つの抽象的空間と考え，関数
列をその空間の点列とみなして収束を論じたり，微分や積
分などの演算をその空間の点の変換の作用素とみなして，
多くの問題を統一的に扱う手法を関数解析 (あるいは位相
解析) という．その抽象的空間を定義域D上の関数空間と
いう．
関数空間は通常 (実，または複数)ベクトル空間 (線形空

間)である．これは関数の代表的な性質が線形結合をとっ
てもやはり成立するからである．(例えばD上の多項式全
体，連続関数全体，滑らかな関数全体，可積分関数全体)．
ただし，一般に無限次元となる．
その空間で収束に関する約束 (例えばD上の一様収束)を
定めれば，これは位相空間となる．理論的な取扱いに便利
なように，積分はルベーク積分 (⇐)を用い，ほとんど至る
ところ (すなわち測度 0の集合を除いて) 等しい関数は関数
空間の同一点とみなす．ただし位相 (すなわち収束)の定義
の仕方でいろいろな場合が考えられる．
関数空間F の元 (すなわち関数)fに対してノルム (norm)

‖f‖ が次のように定義されているとき，F をノルム空間
(normed space)という．

(1) ‖f‖ ≥ 0，等号は f がほとんど至るところ 0のとき

(2) ‖cf‖ = |c| · ‖f‖，cは実数または複素数

(3) ‖f + g‖ ≥ ‖f‖+ ‖g‖ (三角不等式)

関数列 {fn}は limn→∞ ‖fn − f‖ = 0のとき，f にノル
ム収束 (または強収束)するという．このとき {fn}はコー
シー列 (Cauchy sequence) (または基本列)である．すなわ
ち，任意の ε > 0に対してあるNを選べば m, n > Nに対
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して ‖fn − fm‖ < εとなる．関数空間 F の任意のコーシー
列 {fn}に対してある f ∈ F が存在して {fn}が f にノル
ム収束するとき，関数空間 F は完備 (complete)であると
いう．完備なノルム空間をバナッハ空間 (Banach space)と
いう．
代表的なノルムに次のものがある (p > 1)．

‖f‖1 =
∫

D
|f(x)|dx：L1ノルム (１次平均ノルム)

‖f‖2 =

√∫

D
|f(x)|2dx：L2ノルム (２乗平均ノルム)

‖f‖∞ = sup
x∈D

|f(x)|：L∞ノルム (一様ノルム，上限ノルム)

‖f‖p =
(∫

D
|f(x)|pdx

)1/p

：Lpノルム (p次平均ノルム)

L1, L2, Lpノルムによる収束を (１次，2乗，p次)平均収束
(meam convergence)といい，L∞ノルムによる収束を一様
収束 (uniform convergence)という．数値計算による近似解
の真の解への収束など多くの問題がバナッハ空間で定式化
できる．
関数空間F の 2点 (すなわち二つの関数)f , gに対して内
積 (inner product)(f, g)が次のように定義されているとき，
F を計量空間 (metric space)という．

(1) (f, f) ≥ 0，等号は f がほとんど至るところ 0のとき

(2) (cf, g) = c(f, g)，cは実数または複素数

(3) (f + g, h) = (f, h) + (g, h)

(4) (f, g) = (g, f) (バーは複素共役)
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例えば (f, g) =
∫
D f(x)g(x)dxは (積分が存在すれば)内積

である．
F が計量空間のとき ‖f‖ =

√
(f, f)とすると，これはノ

ルムであり，F はノルム空間となる．このとき |(f, g)| ≤
‖f‖ · ‖g‖ (シュワルツの不等式)がなりたつ．このノルムに
関して完備である (すなわちバナッハ空間である)とき，F

をビルベルト空間 (Hilbert space)という．量子力学を始め，
物理学の多くの問題がビルベルト空間で定式化される．
さらに導関数の収束まで含めるもの (ソボレフ空間)など，

解析の目的によっていろいろな関数空間が用いられる．
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