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あらまし モデル選択とは観測データが従う規則を

推論する問題である。それが既知のとき、その規則に

含まれるパラメータ値の最適推定法が統計学でよく研

究されている。しかし、モデル選択はそれを超越する

問題であり、種々の「原理」が提案されているが、そ

れらを正当化する根拠はなく、その選択はユーザに任

されている。本研究の目的は、このような背景で統計

学で最もよく知られている赤池の AICと Rissanenの

MDLを画像処理、コンピュータビジョンに応用する

ことである。

本研究では、赤池の AICや Rissanen のMDL がそ

のままの形では幾何学的推論には適用できないことを

指摘する。そして、赤池の AICと Rissanenの MDL

の出発原理にさかのぼり、これを幾何学的推論に適用

できる形に導出したものが筆者の提起する「幾何学的

AIC」と「幾何学的MDL」である。本稿ではその意味

を直観的な言葉と分かりやすい例題を用いて説明する。
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1. モデル選択とは何か

まず「モデル選択」とは何かを例で示そう。平面上

に与えられた複数の点に直線、または２次曲線、また

は３次曲線、またはそれ以上の次数の曲線を当てはめ

たいとする。何を当てはめたらよいであろうか。

素朴なアイディアは、まず直線、２次曲線、３次曲

線、...を順に当てはめ、データ点との食い違い（これ

を数量的に評価したものを「残差」と呼ぶ）が最も小

さいものを選ぶことである。

しかし、これではうまくいかない。なぜなら、高次

の曲線ほどデータ点によく当てはまり、十分高い次数

の曲線を選べばすべてのデータ点を通るもの（残差が

０）が得られるからである（図 1）。これは本来の目的

に合わない。なぜなら、曲線を当てはめる目的は背後

にある「真の曲線」を少数のしかも誤差のあるデータ

から推定することだからである。

一般に、誤差のあるデータから真の構造を推定する

ために導入する未知パラメータをもつ数式を「モデル」

と呼ぶ。当然、調節するパラメータの個数（これを「自

由度」と呼ぶ）が多いほどデータによく合致する（す

なわち残差が減少する）。そして、自由度が十分大き

いほどモデルがデータの誤差によくフィットしてしま

う。これを防いで最も適切なモデルを選ぶにはどうす

ればよいであろうか。これが「モデル選択」の課題で

ある。
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次数の高い曲線ほどデータ点によく当てはまる。

図 1 曲線の当てはめ

2. モデル選択基準

上記の問題は次のように考えることもできる。曲線

当てはめでは、直線は２次曲線の２次の係数が０にな

る特別の場合である。同様に、２次曲線は３次曲線の

特別な場合であり、３次曲線は４次曲線の特別な場合

である。すなわち、それぞれの次数の曲線の集合には

包含関係があり、直線の集合は２次曲線の集合の部分



集合であり、２次曲線の集合は３次曲線の集合の部分

集合であり、どの次数の曲線の集合もより高い次数の

集合の部分集合である。

一方、残差は観測データとモデルとの「距離」に相

当している。残差を最小にするモデルとは観測データ

に最も「近い」モデルにほかならない。しかし、モデ

ルに包含関係があると、最も近いモデルは当然ながら

最も大きい集合から選ばれる（図 2）。なぜなら、部分

集合に限定すると距離は増えこそすれ減ることはない

からである。

このことから、部分集合の元が選ばれるためには距

離だけでなく、より自由度の小さいモデルを優先す

る何らかの評価が必要である。これを測るのが「モ

デル選択規準」であり、一般に次の形をしている。

(残差)+(自由度に対するペナルティ) (1)

第１項の残差を減らそうとして高い自由度のモデルを

選べば第２項が大きくなる。それに対して、両者の和

を最小にするモデルを選べば両者がバランスするもの

が選ばれる。このようなモデル選択規準として「赤池

のAIC(1),(2)」、「Schwarzの BIC(20)」,「Rissanen の

MDL(18),(19)」,「Mallows のCp(15)」などいろいろな

ものが提案されている。しかし、どのモデルが選ばれ

るかは用いる規準に依存し、絶対的なものはない。
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一般に大きい集合ほどデータに近い。

図 2 多項式曲線の包含関係

3. モデル選択の画像処理への応用

以上は統計学で研究されてきたモデル選択の考え方

であるが、これをコンピュータビジョンや画像メディ

ア処理へ応用することができる。しかし、従来からよ

く認識されていなかった問題点は、統計学におけるモ

デル選択がそのままの形では画像を用いる幾何学的な

問題に適用できないということである。これを説明す

る前に、まず例を挙げよう。

カメラの向きをいろいろに変えて遠景を撮影した複

数の画像を張り合わせて視野に広い画像を作ることを

「画像モザイク生成」といい、得られる画像を「パノラ

マ画像」と呼ぶ (14)。ただし、元の画像のままでは張り

合わせることができない。これはシーンの同じ部分を

撮影しても、カメラの向きが変わるとその画像が何ら

かの変換を受けるからである。その変換としては「恒

等変換」（まったく同一）、「並進」（平行移動）、「剛体

変換」（回転と平行移動）、「相似変換」（回転と平行移

動とスケール変化）、「アフィン変換」（相似変換に斜

めに歪みをを加えたもの）などいろいろなものが考え

られる。これらはすべて「射影変換」とよばれる変換

の部分群である (7)（図 3）。

このとき異なる画像を、その共通に写っている部分

が最もよく合うように張り合わせるにはどの変換を加

えればよいであろうか。ここで注目すべきことは、候

補となる変換群が包含関係をもつことである（図 4）。

恒等変換 並進 剛体運動

相似変換 アフィン変換 射影変換

図 3 画像の変換
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図 4 画像の変換の包含関係
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モデル選択による画像理解

例えば並進は剛体変換の特殊な場合（回転がない）

であり、剛体変換は相似変換の特殊な場合（スケール

変化がない）である。したがって、最も一般な射影変

換を用いればすべての場合が含まれ、これを用いれば

それ以外を考える必要がないように思える。実際、実

用化されているパノラマ画像生成法はほとんどすべて

射影変換に基づいている。

しかし、重なり部分が非常に少なく、かつ対応関係

にかなりの誤差があるときに問題が生じる。変換が包

含関係の外側にいくほど変換のパラメータ数（すなわ

ち自由度）が増え、射影変換は８個のパラメータを持っ

ている。そして、その一つをわずかに変えても変換さ

れた画像に大きな変化が生じる。一方、例えば剛体変

換は３自由度であり、パラメータが多少変化しても位

置と向きが多少変わるだけで、画像としてはあまり変

化がない。

実際、図 5の上段の２画像を図中の白点が一致する

ように両者を射影変換して張り合わせると、下段左の

ようになる。確かに白点の位置はほとんどぴったり重

なるが、それ以外の部分の重なりが悪い。これに対し、

筆者が提案する「幾何学的AIC(8)」によって最も適切

なモデル（この場合は変換）を選ぶと、相似変換が選

ばれる。それに従って白点が最もよく一致するような

相似変換で張り合わせると、下段右のようになる。全

体がよく一致していることがわかる (12)。

白点が重なるように張り合わせる。

モデル選択なし モデル選択あり

図 5 パノラマ画像の生成

図 6はさらに極端な場合である。上段の図中の白点

が一致するように射影変換すると、中段のようになる。

これは右画像の中央付近が射影変換によって無限遠に

写像され、その先が反対側から現れている。射影変換

はこのようにパラメータの選び方によっては無限遠を

含む写像となる (7)。これに幾何学的 AIC を適用する

と、この場合は並進が選ばれ、白点が最もよく一致す

る並進は下段のようになる。

白点が重なるように張り合わせる。

無限遠点を回り込んだ変換が生じる。

モデル選択による張り合わせ。

図 6 パノラマ画像の生成

4. 幾何学的AICとは何か

先に述べた幾何学的 AIC とは何であろうか。これ

は統計学で知られている赤池のAIC（An Information

Criterionまたは Akaike Information Criterionの略）

と違うのであろうか。これを完全に説明しようとする

と数学的な理論に深入りしてしまうので、ここでは直

観的なイメージを描くことに留める。

統計学でいう「モデル」とは観測したデータを説明

する数式のことであり、原因となる要因と結果として
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観測されるデータとの因果関係を記述するものである。

それに対して画像を用いる幾何学的問題ではデータは

ある高い次元の空間の点集合とみなされ、「モデル」と

はその点集合の満たす幾何学的な関係のことである。

このときモデルの性質としてパラメータ数で表され

る自由度だけでなく、その「次元」も重要になる。例

えば “点集合が同一平面上にある”というのは一つの幾

何学的関係である。そして、平面の自由度は３であり、

次元は２である。これを反映して, 幾何学的 AICのペ

ナルティにはモデルの自由度だけでなく、その次元も

含まれる。それに対して赤池のAICではペナルティは

式 (1) のように自由度のみである。また残差の計算法

も赤池の AICと幾何学的 AICとでは異なる。

さらに本質的な違いは、赤池のAICが観測データ数

の非常に多い場合の近似式（これを「漸近評価」とい

う）であるのに対して、幾何学的AICはデータの誤差

が少ない場合の漸近評価である点である。

それでは、このように違うものをなぜ同じ「AIC」と

いう名称で呼ぶのであろうか。それは両者の出発点と

なる原理が共に、「カルバック・ライブラー情報量」（ま

たは「ダイバージェンス」）と呼ばれる量（俗に「エン

トロピー」と呼ばれることもある）に基づいているか

らである。すなわち、原理が同じで、異なるのは適用

する問題の形式と漸近評価の方法である。

原理が同じでも結果が異なるのは、カルバック・ラ

イブラー情報量は未知の構造に対して定義されるので、

それを計算することができないからである。そこで赤

池は、観測データが大きいときに成立する大数の法則

や中心極限定理によってそれを推定することによって

AICを導いた。それに対して、幾何学的AICは誤差が

小さいときはデータは第１近似としてその真の値に近

いということによってカルバック・ライブラー情報量

を近似的に評価するものである (8)。

5. 漸近評価の意味

統計学でなぜ観測データ数の多い場合の漸近評価を

問題にするかというと、観測データが多いほど因果関

係が推定しやすくはなるが、観測データを増やすには

多くの実験や調査が必要であり、それにコストがかか

るからである。したがって、観測データを増やせば急

速に精度が向上する方法は、逆に言えばある許容精度

を達成するのに必要な実験や調査の回数が少なくて済

むことになる（図 7上段）。このためでは推定方法の

性能は観測データ数の多い場合の漸近評価によって比

較される。

一方、画像を用いる幾何学的問題では、通常データ

数は初めから固定されており、データに多少の誤差が

あっても正しい推論ができることが望ましい。そして、

誤差が少なくなるほど精度が急速に向上する方法は、

逆に言えばある精度を達成するのにより大きい誤差ま

で許容される（図 7下段）。したがって幾何学的推定

の性能は誤差が小さい場合の漸近評価によって比較す

るのが妥当である。

������� A B

nA nB n

��

観測データ数 N が大きいほど急速に精度が
向上することが望ましい。

�������AB

ε ε εAB

��

誤差 εが小さいほど急速に精度が向上するこ
とが望ましい。

図 7 二通りの漸近評価

6. 幾何学的MDL

統計学でよく知られたモデル選択基準には赤池の

AICの他に RissanenのMDL(18),(19)（Minimum De-

scription Lengthの略）がある。これはデータとモデ

ルを指定するのに必要最低限の符号の列の長さ（これ

を「記述長」と呼ぶ）を最小とするモデルを採用する

という原理に基づいている。

しかし、パラメータ値が実数をとるモデル（例えば

実数係数の多項式）を実数データに当てはめる場合、

実数を符号化すると無限大の長さになる。実数は 10進

SCAT TECHNICAL JOURNAL NO. 44 2004 SUMMER 7
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法で表しても、2進法でも、その他どう表しても一般

には無限小数となることから、これは明らかである。

そこでRissanenは実数軸上に離散的な点列をとり、最

も近い値で代表させた（これを「量子化」と呼ぶ）。こ

の点列の間隔（「量子化幅」）を大きくとるほどモデル

の記述長は短くなるが、その分、モデルの記述の精度

が悪くなり、それを用いてデータを符号化すると、そ

の記述長が増えてしまう（情報理論によれば、データ

はそれを発生させるメカニズムがよく知られているほ

ど短く記述できる）。

そこでRissanenはその全体の記述長が最小になるよ

うに量子化幅を定め、その記述長をそのモデルの善し

悪しの評価基準とした（「２段階符号化」）。しかし、そ

の最小の記述長を厳密に計算するのは複雑過ぎて、実

際上不可能である。そこで Rissanen は、データ列の

長さが十分大きいときの近似式（漸近評価）を用いて、

それを近似的に計算した。これがRissanenのMDLで

ある。

前節の考え方によれば、赤池の AICと同様に、Ris-

sanenのMDLもそのままでは画像の幾何学的な推論

には適用できない。なぜなら、対象とする問題の形が

異なり、また漸近評価の方向が異なるからである。そ

こで筆者は、画像の幾何学的な推論問題に対して、Ris-

sanenと同じ最小記述長を求めるという方針で、誤差

が小さい場合の近似的な評価を行なった。その結果と

して得られる基準が「幾何学的MDL(8)」である。

7. モデル選択基準の比較

いろいろな問題に幾何学的AICと幾何学的MDLの

両方を適用して比較してみると、幾何学的な退化に関

して差が大きいことがわかった (10)。この「退化」と

いうのは、モデルが特殊な場合になることである。こ

れはある係数が 0 になるなどして自由度が低下する場

合と、例えば空間中の点列に平面を当てはめる問題で、

その平面が直線になるように次元が低下する場合とが

ある。

このとき幾何学的AICは、真のモデルが退化してい

なければほとんどの場合に退化していないと判定し、

真のモデルが退化していれば大きい確率で退化してい

ると判定するが、真のモデルが退化していてもある確

率で退化していないと判定する。それに対して幾何学

的MDLでは、真のモデルが退化していればほとんど

の場合に退化していると判定し、真のモデルが退化し

ていなけば大きい確率で退化していないと判定するが、

真のモデルが退化していなくてもある確率で退化して

いる判定する。

要するに、幾何学的AICは十分な証拠がない限り退

化していると判定しないのに対して、幾何学的 MDL

では退化していないものを退化していると判定しがち

である。この相違は式 (1)のペナルティの項の違いに起

因する。一般に幾何学的MDLのほうが幾何学的 AIC

より複雑な（自由度や次元が大きい）モデルに対する

ペナルティが大きい。

以上より、結局モデル選択基準として何がよいかと

いう絶対的な基準はなく、応用の目的によって適切な

ものを選ぶしかないことがわかる。例えば、退化が生

じると困り、退化でないものを退化と判定しても特に

問題が生じない場合は、より安全側に判定する幾何学

的MDLが適している。一方、破綻が生じるなどのど

うしても必要な場合以外は退化の判定をなるべく避け

たい場合は幾何学的 AICが適している。

モデル選択の目的は、モデルの善し悪しを比較する

規準を導入することであるが、その基準の善し悪しを

比較する規準（“モデル選択規準”の選択規準）は存在

しない。例えば、AICの出発原理はカルバック・ライ

ブラー情報量であるが、これによってモデルを判定す

ればよいという根拠はない。同様に、MDLもその出

発原理は最小記述長であるが、記述長の短いモデルを

用いれば都合がよいという根拠はない。これらの出発

原理を比較する規準を導入しても、その規準の善し悪

しをどう判定するのかという問題に直面する。結局は

どの時点かで、妥当と思われる原理を選ぶしかないと

思われる。

8. モデル選択の応用

筆者はこれまでに幾何学的AICや幾何学的MDLを、

画像から抽出したデータの幾何学的構造を判定するさ

まざまな問題に適用し、その有効性を確認している。

例えば、3節に紹介したパノラマ画像の生成以外に次

のような応用がある。
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• 画像中の対象の対称性の判定 (4)

• ２画像に３次元形状を復元する十分な視差が含ま
れているかの判定 (6),(13)

• ステレオ画像中の対象が平面または無限遠方かの
判定 (11)

• 折れ線データを一つの線分で近似するか２次曲線
で近似するかの判定 (5)

• 動画像中の動きがシーン全体の動きか、あるいは
独立に移動する物体が存在があるかの判定 (17)

• 四辺形が正方形や長方形などの規則図形のどれに
一番近いかの判定 (21)

• カメラを移動しながら撮影してビデオ画像からの
カメラの移動とズーム変化の判定 (16)

• カメラを移動しながら撮影してビデオ画像からの
背景と独立に移動する物体を抽出する問題 (9)

これらはほんの一例であり、コンピュータビジョン、特

に動画像理解のさまざまな問題の解決に役立つと期待

される。ただし、前節に指摘したように、モデル選択

を用いれば常に有益な結果が得られるわけではない。

モデル選択を活かすには、システム設計者が問題を十

分に理解し、それに基づいて適切な規準を選び、適切

な方法で適用することが必要である。

9. まとめ

本稿のタイトルの研究課題はモデル選択を動画像理

解に活かすことであるが、動画像でも静止画でも原理

は同じである。本研究では、そのモデル選択規準に関

する解釈とその論理の解明、およびその動画像理解へ

の応用という、理論と応用の両面からの探求を行なっ

た。その結果、画像による幾何学的な推論に適したモ

デル選択規準の考え方が明らかになるとともに、その

応用範囲が一層広がった。

繰り返しなるが、モデル選択は絶対的なものではな

く、また使えば必ず有益であるというものでもない。重

要なことは、どういう応用にどういう規準をどのよう

に使えばよいかという判断である。本研究はその判断

の基礎を与えるものであり、これによりモデル選択の

有用な応用範囲がいっそう広がることを期待している。
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