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直交射影による複数画像からの最適な三角測量

矢野 直樹 ∗ 菅谷 保之 † 新妻 弘崇 ∗ 金谷 健一 ∗

∗岡山大学大学院自然科学研究科 †豊橋技術科学大学情報工学系

複数の画像間の対応から 3次元位置を最適に計算する三角測量の新しい計算法を示す．提案手法は 3次元空間内の再投
影誤差を最小にする点を探索する従来手法とは異なり，M 画像の対応点の作る 2M 次元空間の直積点を視線が交わる
条件の作る 3次元多様体に直交射影するものである．これは著者らの前報 [17]の 3画像の場合の拡張であり，視線が交
わる条件としてM − 2個の三重線形拘束条件を用いる．このとき，解くべき連立方程式が悪条件になることを指摘し，
代数的，幾何学的考察により，ランク 2M − 3の一般逆行列を用いて解を得る手法を導出する．そして，シミュレーショ
ンおよび実測データを用いて，精度と実行時間を評価し，従来のどの最適手法よりも効率的であることを結論する．
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A new method is presented for optimally computing the 3-D position of corresponding points in an arbitrary
number of views. While existing methods search the 3-D space for a point that minimizes the reprojection error,
we regard the corresponding points over M images as a point in a 2M -D joint space and orthogonally project it onto
the 3-D manifold defined by the constraint that their lines of sight meet. This is an extension of our 3-view method
[17], and as the constraint we combine M − 2 trilinear equations. We point out that the simultaneous equations
to be solved are ill-conditioned and present, based on algebraic and geometric considerations, a method using a
generalized inverse of rank 2M − 3. Using synthetic and real data, we evaluate the accuracy and computation
time and conclude that our method is far more efficient than any of existing methods.

1. まえがき

ステレオ視では対応点が定まると，視点と画像面
上のその点を通る視線の交点としてその点の 3次元
位置が定まる．これが「三角測量」(triangulation)と
呼ばれるものである．しかし，2本の視線はデータに
誤差が含まれると 1点では交わらない．古くはそれ
らを結ぶ線分の “中点”をとることが行われていたが
（図 1(a)），金谷ら [11, 12]はそれが最善ではないこ
とを指摘し，画像面上の対応点をそれぞれ視線が交
わる位置に移動させ，これをその移動量が最小にな
るように定める「最適補正」(optimal correction)の
原理を提唱した（図 1(b)）．
その後，Hartleyら [6]が同じ考え方を述べ，その

計算を 6次方程式の解計算に帰着させた．そして，こ
れが大域的最適化 [3]のプロトタイプとして広まり，
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図 1: 2画像からの三角測量．(a) 中点法．(b) 最適補正．

これを一般の枚数の画像へと拡張する研究が世界中
で行われている．
それらの基本方針は，復元すべき 3次元位置 (X,

Y , Z)を未知数とし，それを各画像に投影した位置
とその画像上の観測位置の距離の二乗和（「再投影誤
差」(reprojection error)）を最小にする位置を探索す
ることである（図 2）．しかし，3次元空間全体の無限
領域が探索範囲となり，レーベンバーグ・マーカート
法などで最小化する方法（「バンドル調整」(bundle
adjustment)）では大域的な最小値でない局所解に陥
る可能性がある．それを防ぐ大域的最小化として試



(X, Y, Z)

図 2: 3次元位置 (X, Y, Z)を未知数として，その再投影
点の観測位置からの二乗和（再投影誤差）が最小になる位
置を探索する．

みられているのは次のアプローチである．

代数的解法 目的関数を微分して 0と置いた代数方程
式を解く．これはグレブナー基底を用いると多
項式に帰着し，3画像の場合は 47次式 [16]，4,
5, 6, 7画像ではそれぞれ 148次，336次, 638次，
1081次式となる．グレブナー基底の数値的な計
算は非常に不安定なので，これを安定化する手
法も検討されている [1]．

分枝限定法 局所的に目的関数の下限を与える関数を
導入し，探索範囲を区分して，その下限が既に
調べた値を上回るような領域を除外し (branch-
and-bound)，そうでない領域を再帰的に細分す
る [9, 15]．これは下限の解析が非常に複雑で，多
くの計算時間を要する．

行列不等式解法 変数変換によって行列不等式1を拘
束条件とする多項式の最小化問題に変換す
る2[10]．得られる解は近似値であるが，変数変
換の次数を上げるにつれて精度が向上し3，極限
において真値に収束する．しかし，その手続き
は非常に複雑である．

L∞ 最適化 再投影位置と観測位置の距離の二乗和の
最小化（L2 最適化）は誤差が正規分布に従う
ときの最尤推定の意味があって合理的であるが，
解法が困難であることから，解きやすいように
目的関数を変えてしまう．これを距離の最大値
（L∞ノルム）に変えると，目的関数が「疑凸関
数」(quasi-convex function)となり，局所解が
存在しない．大域的最小値を求めるには，しき
い値を 0から順に（あるいは 2分探索法で）増
加させ，目的関数がそのしきい値以上の値をと
る解があるかどうかを調べる4[4, 8, 14]．

1行列不等式A Â BとはA− Bが半正値対称行列であるこ
とを意味する．

2これは凸半正値計画 (SDP)と呼ばれる問題となり，Matlab
上で動く解法ソフト GloptiPoly が公開されている．

3それにつれて変数の数と行列のサイズが増える
4これは 2次円錐計画 (SOCP)と呼ばれる問題となり，Matlab

上で動く解法ソフト SeDuMi が公開されている．
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図 3: (a) 従来の方法：解空間 S の “内部”を探索してデー
タ (x(0), y(0), ..., x(M−1), y(M−1)) に最も近い位置を求
める．(b) 本論文の方法：データ (x(0), y(0), ..., x(M−1),
y(M−1))を解空間 S に “外部”から直交射影する．

これらはどれも非常に複雑な手続きと多くの計算時
間を要し，理論研究として非常に興味深いが，とて
も実用的とはいえない．そこで，最近は最適解を探索
するのではなく，簡単な方法（レーベンバーグ・マー
カート法など）で求めた解が局所解か大域解かを判
定する方法が検討されている [5]．

2. 本論文の方法

著者ら [13]は 2画像の場合に，金谷ら [11, 12]が以
前に提唱した最適補正を拡張し，対応点 (x, y), (x′,
y′)の作る 4次元直積空間のエピ極線方程式 (epipolar
equation)が定義する代数多様体にデータ (x, y, x′,
y′)を直交射影する方法を示した．そして前報 [17]で
は 3 画像の場合に，対応点 (x, y), (x′, y′), (x′′, y′′)
の作る 6次元直積空間の三重線形拘束条件 (trilinear
constraint)が定義する代数多様体にデータ (x, y, x′,
y′, x′′, y′′)を直交射影する方法を示した．
本論文ではこれを一般のM 画像に拡張する．4画

像なら四重線形拘束条件 (quadrilinear constraint)[7]
を用いることもできるが，本論文では任意枚数の画
像に対応するために，前報で用いた三重線形拘束条
件を 3画像ごとに適用する．そして，M 個の対応点
の作る 2M 次元空間のM − 2組の三重線形拘束条
件が定義する代数多様体 S にデータ (x(0), y(0), ...,
x(M−1), y(M−1))を直交射影する．
従来の定式化は解空間 S の “内部”（無限領域）を

探索して，データ (x(0), y(0), ..., x(M−1), y(M−1))と
最小距離の位置を求めるものである（図 3(a)）．した
がって，レーベンバーグ・マーカート法などの勾配
に基づく方法では局所解に陥る可能性がある．それ
に対して本論文の方法は，データを解空間 S に “外
部”から射影するものであり（図 3(b)），探索を行う
ことなく最適解が得られる．
前報 [17]では，三重線形拘束条件に基づく射影を

定める連立方程式が悪条件になることを指摘し，ラ
ンク 3の一般逆行列を用いて解を得る方法を示した．
本論文でも同様の考察により，射影を定める連立方
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程式が悪条件になることを指摘し，ランク 2M − 3
の一般逆行列を用いて解を得る方法を示す．最後に，
シミュレーションおよび実データを用いて，この方
法の精度と実行時間を評価し，従来のどの最適手法
よりも効率的であることを結論する．

3. 三重線形拘束条件

M 画像間の対応点 (x(0), y(0)), ..., (x(M−1),
y(M−1))を次の 3次元ベクトルで表す．

x(κ) =

 x(κ)/f0

y(κ)/f0

1

 , κ = 0, ...,M − 1 (1)

ただし，f0は任意のスケール定数である5．以下，ベ
クトル x(κ) の表す点を単に “点 x(κ)”と呼ぶ．
よく知られているように [7]，3 点 x(κ), x(κ+1),

x(κ+2)を通る視線が 1点で交わる必要十分条件は，こ
れらが次の「三重線形拘束条件」(trilinear constraint)
を満たすことである．

3∑
i,j,k,l,m=1

εljpεmkqT
lm
(κ)ix

i
(κ)x

j
(κ+1)x

k
(κ+2) = 0 (2)

ここに εijkは順列符号6，xi
(κ) はx(κ)の第 i成分であ

る．T lm
(κ)iはこの 3画像の「三重焦点テンソル」(tri-

focal tensor)であり，カメラ配置のみから定まる（計
算の仕方は前報 [17]参照）．ここでは三重焦点テン
ソル T lm

(κ)i は既に計算されているとする．以下，式
を見やすくするために，繰り返す座標成分の添え字
については和をとる「アインシュタインの総和規約」
(Einstein’s summation convention)を用いる．

4. 最適補正

対応点 x(κ)を画像処理や計算から求めた場合には
微小な誤差のために式 (2)が厳密には満たされない．
これは幾何学的にはそれらの視線が 1 点で交わらな
いことを意味する．これに対する「最適補正」とは
点 x(κ)を式 (2)を満たすよう最適に x̄(κ)に補正する
ことである．“最適に”というのは，移動距離の二乗
和（「再投影誤差」[7]）

E =
M−1∑
κ=0

‖x(κ) − x̄(κ)‖2 (3)

5ほぼ画像のサイズにとる．これは x(κ) の各成分をオーダー 1
にそろえて数値計算を安定化させるためである [2]．実験では f0

= 600 とした．
6(i, j, k)が (1,2,3)の偶置換のときは 1，奇置換のときは −1，

それ以外は 0をとる．Leve-Civitaの（または Eddingtonの）イ
プシロンとも呼ばれる．

が最小になるという意味である．数学的には，与え
られたデータ x(κ) に対して，制約条件

εljpεmkqT
lm
(κ)ix̄

i
(κ)x̄

j
(κ+1)x̄

k
(κ+2) = 0, κ = 0, ...,M −3

(4)
のもとで式 (3)を最小にする x̄(κ)を求めよという問
題となる．統計的には次のように解釈できる．対応
点の真の位置が x̄(κ) であるとき，誤差の加わった

x(κ) = x̄(κ) + ∆x(κ), κ = 0, ...,M − 1 (5)

が検出されたとする．誤差∆x(κ)を期待値 0の独立
な同一等方正規分布に従う確率変数とみなせば，式
(3)の最小化は尤度を最大にする最尤推定である．
幾何学的にはM 個の対応点の作る 2M 次元空間

において，式 (4)が定義する代数多様体 S にデータ
(x(0), y(0), ..., x(M−1), y(M−1))を直交射影すること
を意味する．

5. 第 1近似

直接に x̄(κ) を推定する代わりに

x̄(κ) = x(κ) − ∆x(κ), κ = 0, ...,M − 1 (6)

と置いて，誤差項∆x(κ)を推定してもよい．すると
式 (3)の再投影誤差 E は次のように書ける．

E =
M−1∑
κ=0

‖∆x(κ)‖2 (7)

三重線形拘束条件 (4)は次のようになる．

εljpεmkqT
lm
(κ)i(x

i
(κ) − ∆xi

(κ))(x
j
(κ+1) − ∆xj

(κ+1))

×(xk
(κ+2) − ∆xk

(κ+2)) = 0 (8)

テイラー展開して誤差∆x(κ)の 2次の項を無視する
と次のようになる．

εljpεmkqT
lm
(κ)i

(
∆xi

(κ)x
j
(κ+1)x

k
(κ+2)

+xi
(κ)∆xj

(κ+1)x
k
(κ+2) + xi

(κ)x
j
(κ+1)∆xk

(κ+2)

)
= εljpεmkqT

lm
(κ)ix

i
(κ)x

j
(κ+1)x

k
(κ+2) (9)

誤差は画像面内に生じるので ∆x(κ) の第 3成分は 0
である．これは次のように書ける．

ki∆xi
(κ) = 0, κ = 0, ...,M − 1 (10)

ただし，k = (0, 0, 1)> と定義する．式 (7) を 2 で
割り，式 (9), (10)に関するラグランジュ乗数を導入
して
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1
2

M−1∑
κ=0

‖∆x(κ)‖2 −
M−3∑
κ=0

λpq
(κ)εljpεmkqT

lm
(κ)i

×
(
∆xi

(κ)x
j
(κ+1)x

k
(κ+2) + xi

(κ)∆xj
(κ+1)x

k
(κ+2)

+xi
(κ)x

j
(κ+1)∆xk

(κ+2)

)
−

M−1∑
κ=0

µ(κ)ki∆xi
(κ) (11)

を∆xn
(κ) で微分して 0と置くと，次のようになる．

∆xn
(κ) = εljpεmkqλ

pq
(κ)T

lm
(κ)nxj

(κ+1)x
k
(κ+2)

+εlnpεmkqλ
pq
(κ−1)T

lm
(κ−1)ix

i
(κ−1)x

k
(κ+1)

+εljpεmnqλ
pq
(κ−2)T

lm
(κ−2)ix

i
(κ−2)x

j
(κ−1)+µ(κ)kn (12)

ただし，κ = 0, ..., M − 3以外の λpq
(κ)は 0とみなす．

上式の両辺に射影行列（第 3成分を 0にする行列）

P k = diag(1, 1, 0) (13)

を掛けると，P k∆x(κ) = ∆x(κ), P kk = 0 であるか
ら，次のようになる．

∆xs
(κ) = P i

(κ)pqλ
pq
(κ) + Qi

(κ)pqλ
pq
(κ−1) + Ri

(κ)pqλ
pq
(κ−2)

(14)

ただし，次のように置いた（P ij
k はP kの (ij)要素）．

P s
(κ)pq = εljpεmkqT

lm
(κ)iP

si
k xj

(κ+1)x
k
(κ+2)

Qs
(κ)pq = εljpεmkqT

lm
(κ−1)ix

i
(κ−1)P

sj
k xk

(κ+1)

Rs
(κ)pq = εljpεmkqT

lm
(κ−2)ix

i
(κ−2)x

j
(κ−1)P

sk
k (15)

式 (14)を式 (9)に代入すると次のようになる．

A(κ)pqrsλ
rs
(κ−2) + B(κ)pqrsλ

rs
(κ−1) + C(κ)pqrsλ

rs
(κ)

+D(κ)pqrsλ
rs
(κ+1) + E(κ)pqrsλ

rs
(κ+2) = F(κ)pq (16)

ただし，次のように置いた．

A(κ)pqrs = εljpεmkqT
lm
(κ)iR

i
(κ)rsx

j
(κ+1)x

k
(κ+2)

B(κ)pqrs = εljpεmkqT
lm
(κ)i

(
Qi

(κ)rsx
j
(κ+1)x

k
(κ+2)

+ xi
(κ)R

j
(κ+1)rsx

k
(κ+2)

)
C(κ)pqrs = εljpεmkqT

lm
(κ)i

(
P i

(κ)rsx
j
(κ+1)x

k
(κ+2)

+ xi
(κ)R

j
(κ+1)rsx

k
(κ+2) + xi

(κ)Q
j
(κ+1)rsx

k
(κ+2)

+ xi
(κ)R

j
(κ+1)rsx

k
(κ+2) + xi

(κ)x
j
(κ+1)R

k
(κ+2)rs

)
D(κ)pqrs = εljpεmkqT

lm
(κ)i

(
xi

(κ)P
j
(κ+1)rsx

k
(κ+2)

+ xi
(κ)R

j
(κ+1)rsx

k
(κ+2) + xi

(κ)x
j
(κ+1)Q

k
(κ+2)rs

)
E(κ)pqrs = εljpεmkqT

lm
(κ)ix

i
(κ)x

j
(κ+1)P

k
(κ+2)rs

F(κ)pq = εljpεmkqT
lm
(κ)ix

i
(κ)x

j
(κ+1)x

k
(κ+2) (17)

式 (16)は 9(M − 2)個の未知数 λpq
(κ) (p, q = 1, 2, 3,

κ = 0, ..., M − 3)に関する 9(M − 2)個の連立 1次
方程式 (r, s = 1, 2, 3, κ = 0, ..., M − 3)である．こ
れを解いて λpq

(κ)を定め，それを式 (14)に代入すれば
∆x(κ)が求まる．そして真の位置 x̄(κ)が次のように
推定される．

x̂(κ) = x(κ) − ∆x(κ) (18)

6. 高次の補正

式 (9)は第 1近似なので，得られた x̂(κ)が厳密に
三重線形拘束条件 (4)を満たすとは限らない．そこ
で式 (18)の解を利用して，式 (4)の条件のもとで式
(3)を最小化する厳密解 x̄(κ) を計算し直す．このと
き，直接に x̄(κ) を推定する代わりに

x̄(κ) = x̂(κ) − ∆x̂(κ), κ = 0, ...,M − 1 (19)

と置いて，高次の補正量∆x̂(κ)を推定する．再投影
誤差 E は次のように書ける．

E =
M−1∑
κ=0

‖x(κ) − x̄(κ)‖2 =
M−1∑
κ=0

‖x̃(κ) + ∆x̂(κ)‖2

(20)
ただし，次のように置いた．

x̃(κ) = x(κ) − x̂(κ), κ = 0, ...,M − 1 (21)

式 (4)の三重線形拘束条件は次のようになる．

εljpεmkqT
lm
(κ)i(x̂

i
(κ) − ∆x̂i

(κ))(x̂
j
(κ+1) − ∆x̂j

(κ+1))

×(x̂k
(κ+2)−∆x̂k

(κ+2)) = 0 (22)

テイラー展開して ∆x̂(κ) の 2次の項を無視すると，
次のようになる．

εljpεmkqT
lm
(κ)i

(
∆x̂i

(κ)x̂
j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

+x̂i
(κ)∆x̂j

(κ+1)x̂
k
(κ+2) + x̂i

(κ)x̂
j
(κ+1)∆x̂k

(κ+)

)
= εljpεmkqT

lm
(κ)ix̂

i
(κ)x̂

j
(κ+1)x̂

k
(κ+2) (23)

∆x̂(κ)は式 (18)の∆x(κ)よりも高次の微小量である
から，その 2次の項を無視した式 (23)は式 (9)より
も三重線形拘束条件のより高次の近似式である．誤
差は画像面内に生じるので，式 (10)と同様に制約

ki∆x̂i
(κ) = 0, κ = 0, ...,M − 1 (24)

を課す．式 (20)を 2で割り，式 (23), (24)に対する
ラグランジュ乗数を導入して

1
2

M−1∑
κ=0

‖x̃(κ) + ∆x̂(κ)‖2 −
M−3∑
κ=0

λpq
(κ)εljpεmkqT

lm
(κ)i
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×
(
∆x̂i

(κ)x̂
j
(κ+1)x̂

k
(κ+2) + x̂i

(κ)∆x̂j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

+x̂i
(κ)x̂

j
(κ+1)∆x̂k

(κ+2)

)
−

M−1∑
κ=0

µ(κ)ki∆x̂i
(κ) (25)

を∆x̂n
(κ) で微分して 0と置くと，次のようになる．

∆x̂n
(κ) = εljpεmkqλ

pq
(κ)T

lm
(κ)nx̂j

(κ+1)x̂
k
(κ+2)

+εlipεmkqλ
pq
(κ−1)T

lm
(κ−1)ix̂

i
(κ−1)x̂

k
(κ+1)

+εljpεmiqλ
pq
(κ−2)T

lm
(κ−2)ix̂

i
(κ−2)x̂

j
(κ−1)

+µ(κ)kn − x̃i
(κ) (26)

両辺に式 (13)の射影行列P kを掛けると，P k∆x̂(κ)

= ∆x̂(κ), P kk = 0であり，式 (21)の x̃(κ)の定義よ
り P kx̃(κ) = x̃(κ) である．ゆえに次のようになる．

∆x̂s
(κ) =

3∑
p,q=1

P̂ s
(κ)pqλ

pq
(κ) +

3∑
p,q=1

Q̂s
(κ)pqλ

pq
(κ−1)

+
3∑

p,q=1

R̂s
(κ)pqλ

pq
(κ−2) − x̃i

(κ) (27)

ただし，次のように置いた．

P̂ s
(κ)pq = εljpεmkqT

lm
(κ)iP

si
k x̂j

(κ+1)x̂
k
(κ+2)

Q̂s
(κ)pq = εljpεmkqT

lm
(κ−1)ix̂

i
(κ−1)P

sj
k x̂k

(κ+1)

R̂s
(κ)pq = εljpεmkqT

lm
(κ−2)ix̂

i
(κ−2)x̂

j
(κ−1)P

sk
k (28)

式 (27)を式 (23)に代入すると次のようになる．

Â(κ)pqrsλ
rs
(κ−2) + B̂(κ)pqrsλ

rs
(κ−1) + Ĉ(κ)pqrsλ

rs
(κ)

+D̂(κ)pqrsλ
rs
(κ+1) + Ê(κ)pqrsλ

rs
(κ+2) = F̂(κ)pq (29)

ただし，次のように置いた．

Â(κ)pqrs = εljpεmkqT
lm
(κ)iR̂

i
(κ)rsx̂

j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

B̂(κ)pqrs = εljpεmkqT
lm
(κ)i

(
Q̂i

(κ)rsx̂
j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

+ x̂i
(κ)R̂

j
(κ+1)rsx̂

k
(κ+2)

)
Ĉ(κ)pqrs = εljpεmkqT

lm
(κ)i

(
P̂ i

(κ)rsx̂
j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

+ x̂i
(κ)Q̂

j
(κ+1)rsx̂

k
(κ+2) + x̂i

(κ)x̂
j
(κ+1)R̂

k
(κ+2)rs

)
D̂(κ)pqrs = εljpεmkqT

lm
(κ)i

(
x̂i

(κ)P̂
j
(κ+1)rsx̂

k
(κ+2)

+ x̂i
(κ)x̂

j
(κ+1)Q̂

k
(κ+2)rs

)
Ê(κ)pqrs = εljpεmkqT

lm
(κ)ix̂

i
(κ)x̂

j
(κ+1)P̂

k
(κ+2)rs

F̂(κ)pq = εljpεmkqT
lm
(κ)i

(
x̂i

(κ)x̂
j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

+ x̃i
(κ)x̂

j
(κ+1)x̂

k
(κ+2) + x̂i

(κ)x̃
j
(κ+1)x̂

k
(κ+2)

+ x̂i
(κ)x̂

j
(κ+1)x̃

k
(κ+2)

)
(30)

λpq
(κ) に関する連立 1次方程式 (29)を解いて λpq

(κ) を
定め，それを式 (27)に代入すれば ∆x̂(κ) が求まる．
そして，真の位置 x̄(κ) は次のように推定される．

ˆ̂x(κ) = x̂(κ) − ∆x̂(κ) (31)

しかし，まだ厳密に三重線形拘束条件を満たしてい
るとは限らない．そこで，

x̂(κ) ← ˆ̂x(κ), κ = 0, ...,M − 1 (32)

と更新して，同じ計算を収束するまで反復する．最
終的には式 (22)中の∆x̂(κ)は 0となり，三重線形拘
束条件が厳密に成立する．

7. 連立 1次方程式の解法

残る課題は式 (16), (29)をどのようにして解くか
とである．これが問題になるのは，p, q = 1, 2, 3, κ

= 0, ..., M − 3に対する 9(M − 2)個の方程式の内
2M 個のみが線形独立で，係数行列のランクが 2M

となることである．その理由は，独立な未知数が各
画面上での補正成分∆x(κ), ∆y(κ)の 2M 個しかない
からである．さらに問題になるのは，補正の反復が
収束したときは，ランクが 2M − 3に低下すること
である．この背景は次の通りである．
式 (2)は x(0), y(0), ..., x(M−1), y(M−1)の作る 2M

次元空間に 9(M −2)個の 3次多項式超曲面を定義す
る．それらの交わり S が対応点（視線が 1点で交わ
る）の組の集合の解空間である．対応点の組とそれ
らの視線の 3次元空間の交点とが一対一対応するか
ら，解空間 S は 3次元代数多様体である．したがっ
て，解空間 S は局所的には 2M − 3個の超曲面の交
わりとして定義され通る．
制約条件 (4)のもとで式 (3)を最小化することは，

幾何学的には 2M 次元空間内の与えられた点 ξ =
(x(0), y(0), ..., x(M−1), y(M−1))に対して，ξから最
も近い解空間 S 上の点 ξ̂ = (x̂(0), ŷ(0), ..., x̂(M−1),
ŷ(M−2))を求めよという問題となる．式 (16), (29)は
式 (2)を線形化して得られるから，解空間 S 上にな
い点 ξにおいてはランクは 2M であるが，ξが S に
近づくにつれて悪条件となり，S に一致する瞬間に
ランク 2M − 3になる．
このことから，式 (16), (29)を解くには初めから

9(M − 2)個のうち最も独立性の高い 2M − 3個の方
程式を選んで解けばよい．すると式 (29)は初期には
厳密には満たされないが，補正した ξ̂が解空間 S 上
に到達した段階で式 (29)が厳密に満たされる．その
点 ξ̂は式 (19), (20)の定義より，解空間 S 上の ξ̂か
ら最も近い点となっている．
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悪条件の 9(M −2)個の方程式から最も独立性の高
い 2M −3個の方程式を選んで解くことは，係数行列
を特異値分解して大きい 2M − 3個の特異値に対す
る方程式を解くことであり，これはランクを 2M − 3
に制約した一般逆行列を用いて解くことと等価であ
る．具体的には次のようにする．
添え字の組 (p, q) = (1,1), (1,2), ..., (3,3)に通し

番号 α = 1, ..., 9をつけ，添え字の組 (r, s) = (1,1),
(1,2), ..., (3,3) にも通し番号 β = 1, ..., 9 をつけ，
Â(κ)pqrs を 9 × 9 行列 Â(κ) = (Â(κ)αβ), α, β = 1,
..., 9とみなす．同様に B̂(κ)pqrs, Ĉ(κ)pqrs, D̂(κ)pqrs,
Ê(κ)pqrs を 9 × 9 行列 B̂(κ), Ĉ(κ), D̂(κ), Ê(κ) とみ
なす．さらに (p, q)にも通し番号をつけ F̂(κ)pq, λpq

(κ)

をそれぞれ 9次元ベクトル f̂ (κ), λ(κ) とみなす．式
(29)は次のように書ける（式 (16)も同様）．

Â(κ)λ(κ−2) + B̂(κ)λ(κ−1) + Ĉ(κ)λ(κ)

+D̂(κ)λ(κ+1) + Ê(κ)λ(κ+2)) = f̂ (κ) (33)

これを次のように解く．ただし ( · · · )−r はランク rの
一般逆行列7である．

λ(0)

λ(1)

λ(2)

λ(3)

..

.
λ(M−6)

λ(M−5)

λ(M−4)

λ(M−3)


=



Ĉ(0) D̂(0) Ê(0)

B̂(1) Ĉ(1) D̂(1) Ê(1)

Â(2) B̂(2) Ĉ(2) D̂(2) Ê(2)

Â(3) B̂(3) Ĉ(3) D̂(3)

. . .
. . .

. . .

Â(M−6) B̂(M−6)

Â(M−5)

. . .
. . .

Ĉ(M−6) D̂(M−6) Ê(M−6)

B̂(M−5) Ĉ(M−5) D̂(M−5) Ê(M−5)

Â(M−4) B̂(M−4) Ĉ(M−4) D̂(M−4)

Â(M−3) B̂(M−3) Ĉ(M−3)



−

2M−3



f̂(0)

f̂(1)

f̂(2)

f̂(3)

..

.

f̂(M−6)

f̂(M−5)

f̂(M−4)

f̂(M−3)


(34)

8. アルゴリズムのまとめ

以上をまとめると，次の手順となる．

入力 • データ点 x(κ), κ = 0, ..., M − 1
• 三重焦点テンソル T jk

(κ)i, κ = 0, ..., M − 2
出力 • 補正位置 x̂(κ), κ = 0, ..., M − 1

• 再投影誤差 E

7具体的には Udiag(σ1, σ2, ... )V > と特異値分解し，
V diag(1/σ1, ..., 1/σr, 0, ..., 0)U> とする．

手順

1. E0 = ∞（十分大きい数）， x̂(κ) = x(κ), x̃(κ)

= 0と置く．
2. 式 (28)の P̂ s

pq, Q̂s
pq, R̂s

pq を計算する．
3. 式 (30)の Âpqrs, B̂pq, Ĉpqrs, D̂pq, Êpqrs, F̂pqを
計算する．

4. 式 (34)を解いて λpq
(κ) を定める．

5. 次のように x̃(κ), x̂(κ) を更新する．

x̃i
(κ) ←

3∑
p,q=1

P i
(κ)pqλ

pq
(κ) +

3∑
p,q=1

Qi
(κ)pqλ

pq
(κ−1)

+
3∑

p,q=1

Ri
(κ)pqλ

pq
(κ−2) (35)

x̂(κ) ← x(κ) − x̃(κ) (36)

6. 次の再投影誤差 E を計算する．

E =
M−1∑
κ=0

‖x̃(κ)‖2 (37)

7. E ≈ E0 なら E, x̂(κ) を返して終了する．そう
でなければ E0 ← E としてステップ 2に戻る．

補正した x̂(κ)からは前報 [17]に述べた方法で 3次
元位置 (X,Y, Z)が得られる．

9. 実験

9.1 精度

図 4は円筒面上に配置した格子点を，それを取り
巻く 90◦ の方向から見たシミュレーション画像であ
る．撮影方向は 3◦ づつ変え，全部で 31枚の画像を
生成した．図 4は 15◦ 置きに抜き出した 7枚の画像
である．画像サイズ 1000 × 1000画素，焦点距離 f

= 600画素を想定している．図 4の 7画像の各格子
点を投影点の x, y座標に独立に期待値 0，標準偏差
σ（画素）の正規分布に従う誤差を加え，各 σごとに
誤差を 1000 回発生させ，三角測量を行った．補正は
E の変化量が 10−6 以下になるまで反復した．
図 5(a)の実線は，横軸に σ（画素）をとり，画像面

上での再投影誤差の全格子点の平均を異なる誤差に
対して平均したものである．破線は最小二乗法（前
報 [17]参照）の結果である．点線は第 1近似した理
論的期待値 (2M − 3)(σ/f0)2 である．これは最尤推
定による再投影誤差 E に対して，f2

0 E/σ2 が第 1近
似として自由度 2M −3（= 2M 次元空間中の 3次元
解空間 S の余次元）の χ2 分布に従い，その期待値
が 2M − 3であることによる [12]．図から本論文の
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図 4: 曲面格子パタンの 7画像．
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図 5: (a) 画像面上の平均再投影誤差．(b) 3次元空間中の
RMS誤差．実線：提案手法．破線：最小二乗法．点線：理
論的期待値 (2M − 3)(σ/f0)
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図 6: 画像数M（横軸）に対する実行時間（秒）．点線は
aMe の形の近似（a = 4.17 × 10−6, e = 3.22）．

方法の結果は理論的期待値にほぼ一致し，最尤推定
が行われていることが確認される．
図 5(b)の実線は復元した 3次元位置と真の位置の

距離の二乗の全格子点の平均を異なる誤差に対して
平均したものの平方根（RMS誤差）である．破線は
最小二乗法の結果である．これから，最小二乗法と
は画像上での再投影誤差ではそれほど違わないよう
に見えるが，3次元位置で比較するとはっきり差があ
ることがわかる．

9.2 実行時間

図 6は σ = 5画素の誤差に対して，画像数をM =
3, 4, ..., 31 と変化させたときの，8節のアルゴリズ
ムの 1点当たりの実行時間（秒）である（各格子点
に対する平均をさらに異なる誤差の 10回の試行に対
して平均した）．ただし，三重焦点テンソルの計算
および 3次元位置の計算は含めていない．計算には
C++言語を用い，CPUには Intel Core2Duo E6850,
3.0GHz，主メモリ 4GB，OSにはWindows Vistaを
用いた．
検討すると，実行時間のほとんどが連立方程式を

解くための特異値分解に費やされていた．図 6中の
点線は実行時間を画像数M に対して aMeの形に近
似したものである（対数をとって最小二乗法を用い
た）．これによると，計算量は O(M3.22)である．
従来の方法はE(X,Y, Z) =

∑M−1
α=0 ( · · · )の形の関

数の大域的最小化を行っているので，その実行時間
はM に対してはほぼ線形とみなせる．したがって，
M が大きいときは従来の方法のほうが有利である．
しかし，実際問題では特徴点数は無数にあっても，一
つの特徴点が見えているフレーム数には限度があり，
10フレーム程度であることが多い．そのような応用
では本論文の方法が有利であると考えられる．
なお，式 (2)のような三重焦点テンソルを含む式

をそのまま計算すると，
∑3

i,j,k,l,m=1の和にかなりの
実行時間を必要とする．しかし，εljp の性質により，
実際に計算する項数は非常に少ないので，εljp を含
まない形に変形することによって計算が非常に効率
化する（詳細は前報 [17]参照）．

9.3 実測データ

英国 Oxford大学8が提供している実測データに対
して実験を行った．これは恐竜の模型（図 7(a)）を回
転台に載せて，36方向から撮影したものである．抽
出した特徴点は合計 4983個あり，それぞれ 2 ∼ 21フ
レームに渡って対応付けられている．図 7(b)はデー
タを 3次元復元し，それをある方向から眺めたもの
である．2点のみの対応が与えられている場合は金
谷ら [13]の方法を用いた．Kahlら [9]の最適化法9を
用いてもほぼ同じ結果が得られたが，我々の解の再
投影誤差が常に彼らの値を下回った10．
提案方法ですべての特徴点の 3次元位置を計算す

る全体の実行時間（三重焦点テンソルの計算および
3次元位置の計算を含む）は前述の計算環境で 2.22
秒（1点当たり 0.000446秒）であった．これをMat-
labで実装されたKahlらのプログラムで実行すると，
5030秒（1点当たり 1.01秒）であった（CPUは Intel

8以下から入手できる．
http://www.robots.ox.ac.uk/~vgg/data.html

9以下に公開されている．
http://www.cs.washington.edu/homes/sagarwal/code.html

10Kahlら [9]の計算に含まれるMatlab最適化ツール SeduMi
の反復打ち切りの設定に起因すると推定される．
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(a) (b)

図 7: (a) 恐竜模型．(b) その 3次元復元．

Core2Duo E6400 2.13GHz，主メモリ 2GB，OSは
WindowsXP）．その実行時間のほとんど（98%）は
SeDuMiという部分的に Cで書かれたMatlab最適
化ツールに費やされている．別の復元データを使っ
た例で，Luら [15]の分枝限定法の C++による実装
では 1点当たり約 0.02秒，Kahlらのアルゴリズム
の純粋なMatlabの実装では 1点当たり約 6秒とい
うことである．
以上の比較からも，提案手法はこの程度のデータで

あれば従来のどの方法よりも効率的であると言える．

10. まとめ

本論文では任意枚数の画像の対応点からその 3次
元位置を最適に計算する三角測量の新しい計算法を
示した．これは前報 [17]の 3画像の場合を一般の枚
数の画像に拡張したものである11．
本論文の方法はデータをその直積空間において，拘

束条件の定義する代数多様体上へ直交射影するもの
であり，3次元空間の無限領域を探索する必要がな
い．拘束条件としては 3画像間の三重線形拘束条件
を組み合わせた．プログラムは単なる代数計算のみ
からなり，何ら特別の最適化ライブラリを必要とし
ない．そして，従来のどの方法よりも効率的に実行
できる．
なお，シミュレーションおよび実データ実験にお

いて，最小二乗法を初期値とするレーベンバーグ・
マーカート法によって再投影誤差を最小化したとこ
ろ，すべて提案手法と同一の解に収束した．Kahlら
[9]，Luら [15]，Hartleyら [5]も，通常の応用では最
小二乗法を初期値とするレーベンバーグ・マーカー
ト法によって最適解が得られることを指摘している．

謝辞 情報交換したスウェーデンLund大学のFredrik Kahl
氏，Martin Byröd氏，オーストラリア国立大学のFanfang

11以下にプログラムを公開している．
http://www.iim.ics.tut.ac.jp/~sugaya/public.php

Lu氏，韓国 Sogang大学の Yongduek Seo氏に感謝する．
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timal three view triangulation, Proc. 8th Asian
Conf. Comput. Vision, November 2007, Tokyo,
Japan, Vol. 2, pp. 549–559.

[2] R. I. Hartley, In defense of the eight-point algo-
rithm, IEEE Trans. Patt. Anal. Mach. Intell., 19-6
(1997-6), 580–593.

[3] R. Hartley and F. Kahl, Optimal algorithms in
multiview geometry, Proc. 8th Asian Conf. Com-
put. Vision, November 2007, Tokyo, Japan, Vol. 1,
pp. 13–34.

[4] R. Hartley and F. Schaffalitzky, L∞ minimization
in geometric reconstruction problems, Proc. IEEE
Conf. Comput. Vision Pattern Recog., June-July
2004, Washington DC, U.S.A., Vol. 1, pp. 504–509.

[5] R. Hartley and Y. Seo, Verifying global minima
for L2 minimization problems, Proc. IEEE Conf.
Comput. Vision Pattern Recog., June 2008, An-
chorage, AK, U.S.A.

[6] R. I. Hartley and P. Sturm, Triangulation, Comput.
Vision Image Understand., 68-2 (1997-11), 146–
157.

[7] R. Hartley and A. Zisserman, Multiple View Ge-
ometry in Computer Vision, Cambridge University
Press, Cambridge, U.K., 2000.

[8] F. Kahl, Multiple view geometry and the L∞-
norm, Proc. 10th Int. Conf. Comput. Vision, Oc-
tober 2005, Beijing, China, Vol. 2, pp. 1002–1009.

[9] F. Kahl, S. Agarwal, M. K. Chandraker, D. Krieg-
man, and S. Belongie, Practical global optimiza-
tion for multiview geometry, Int. J. Comput. Vi-
sion, 79-3 (2008-9), 271–284.

[10] F. Kahl and D. Henrion, Global optimal esti-
mates for geometric reconstruction problems, Int.
J. Comput. Vision, 74-1 (2007-8), pp. 3–15.

[11] 金谷健一, 幾何学的補正問題の最適計算と精度の理論
限界, 情報処理学会論文誌, 37-3 (1996-3), 363–370.

[12] K. Kanatani, Statistical Optimization for Geo-
metric Computation: Theory and Practice Else-
vier, Amsterdam, the Netherlands, 1996; reprinted,
Dover, York, NY, U.S.A., 2005.

[13] 金谷健一, 菅谷保之, 新妻弘崇, 2 画像からの三角測
量: Hartley vs. 最適補正, 情報処理学会研究報告,
2008-CVIM-162-54 (2008-3), 335–342.

[14] Q. Ke and T. Kanade, Quasiconvex optimization
for robust geometric reconstruction, IEEE Trans.
Patt. Anal. Mach. Intell., 29-10 (2007-10), 1834–
1847.

[15] F. Lu and R. Hartley, A fast optimal algorithm for
L2 triangulation, Proc. 8th Asian Conf. Comput.
Vision, November 2007, Tokyo, Japan, Vol. 2, pp.
279–288.

[16] H. Stewénius, F. Schaffalitzky, and D. Nistér, How
hard is the three-view triangulation really?, Proc.
10th Int. Conf. Comput. Vision, October 2005,
Beijing, China, Vol. 1, pp. 686–653.

[17] 菅谷保之, 新妻弘崇, 金谷 健一, 3 画像からの最適
三角測量, 情報処理学会研究報告, 2008-CVIM-164-1
(2008-9).

42


