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概要： 空間をわずかに移動する複数の点の移動前後の位置を 3次元センサーで計測し，どのような
並進，回転，スケール変化が生じているのか，あるいは生じていないのかを判断するモデル選択の
ために，誤差のある 3次元データにさまざまな運動モデルを最適に当てはめる新しい方法を提案す
る．これは，3次元アフィン変換の部分群が変数にさまざまな内部拘束を指定して得られることに着
目して，内部拘束をもつ 3次元アフィン変換を拡張 FNS法によって計算するものである．これによ
り，従来のように運動ごとに別々のパラメータを導入する必要がなく，すべての部分群が同一の方法
で計算できる．そして，この手法をステレオ視による 3次元復元シミュレーションデータやGPSで
計測した地盤の移動データに対する幾何学的 AIC，幾何学的 BIC，幾何学的MDLによるモデル選
択に応用する．
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1 はじめに

ステレオ視やレンジファインダーなどの 3次元セン
サーによって空間をわずかに移動する複数の点の移動
前後の位置を計測したとき，どのような並進，回転，ス
ケール変化が生じているのか，あるいは生じていない
のかを判断する問題を考える．これは静止した対象を
複数のセンサーで計測したとき，結果が同一であるの
か，異なるのか，すなわち，これは数値的な差が観測
の精度を考慮すれば無視できる差なのか，それとも意
味のある差なのかを判断する問題でもある．そのため
には，二組の 3次元位置が同一である，スケールが異
なっている，位置が異なっている，向きが異なってい
る，あるいはそれらが組み合わさっているなどのさま
ざまなモデルを導入して，その妥当性を判断すること
になる．
モデルの妥当性は誤差の統計的性質を考慮した残差

（正確には「マハラノビス距離」）で測るのが普通であ
るが，よく知られたように，複雑な（すなわち多数のパ
ラメータを持つ）モデルほど残差が小さくなる．この残
差とモデルの複雑さをバランスさせた評価法が「モデ
ル選択」である．そして，幾何学的モデルに対するモデ
ル選択規準として，「幾何学的 AIC」，「幾何学的 BIC」，
「幾何学的MDL」が提案されている．
幾何学的モデル選択のためには，まず各モデルを最

適に当てはめて，その残差を計算しなければならない．
しかし，従来の方法はモデルごとに計算法が異なって
いる．それはパラメータが異なるからである．例えば並
進はその x, y, z成分を指定すればよいが，回転が加わ
ると，四元数やリー代数の方法などのパラメータが必
要である．そして，パラメータごとに残差のパラメー
タに関する導関数が異なり，別々に評価しなければな
らない．

図 1 3次元アフィン変換の部分群の包含関係．

本論文ではモデル間の階層構造を利用して，何らの
パラメータを導入することなしに異なるモデルを同じ
方法で統一的に計算する手法を提案する．本論文で考
えるモデルは恒等変換，並進，回転，拡大縮小，および
それらの組せである．これらはすべてアフィン変換の
部分群であり，部分群に対する最適計算はアフィン変
換に対する最適計算に拘束条件を付加したものである
ことに着目する．これらの部分群の包含関係を図 1に
示す．
拘束条件を付加した最適計算を統一的に計算する手

法として「拡張 FNS法」が提案されている．これはも
ともと 2画像の点対応から基礎行列を計算するために
考案された方法である．基礎行列 F は対応点データに
対して「エピ極線方程式」と呼ばれる拘束条件を満た
す．そのようなデータに対する拘束を「外部拘束」と呼
ぶ．一方，基礎行列 F は detF = 0という拘束がある．
そのようなパラメータ自身の拘束を「内部拘束」と呼
ぶ．内部拘束に対処する方法として，古くから

（1）内部拘束を考えずに最適化し，内部拘束を満た
すように事後的に補正する，

（2）内部拘束が満たされるようにパラメータ化して，
そのパラメータ空間を探索する，

の二通りがあったが，拡張 FNS法は新たなパラメータ
を導入せず，



（3）内部拘束が次第に満たされ，収束時には内部拘
束が完全に満たされるように反復する

解法である．
本論文では，アフィン変換にさまざまな内部拘束を

指定すれば並進，回転，剛体運動，相似変換などの部
分群が実現されることに着目して，拡張 FNS法を 3次
元点のアフィン変換の最適計算に適用する．従来の拡
張 FNS法はエピ極線方程式のようなスカラ方程式に対
するものであったが，3 次元点の変換はベクトル方程
式で表される．そこで従来の拡張 FNS法をベクトル方
程式に拡張する．そして，いろいろな内部拘束を付加
してアフィン変換の部分群を統一的に計算する．本論
文ではこれを内部拘束をもつ 3次元アフィン変換の計
算に適用する．そして，ステレオ視による 3次元復元
シミュレーションデータやGPSで計測した地盤の移動
データを用いて，幾何学的モデル選択の具体的な実施
例を示す．

2 地盤のGPS計測データ解析

測地学者は世界中で地盤の変形をGPSによってモニ
ターしている．2010年 4月，2011年 1月，2012年 1
月における東北地方の電子基準点 8 点の x, y, z 座標
とその共分散行列を用いて1，2010年 4月と 2011年 1
月，および 2011年 1月と 2012年 1月の間の地盤の動
きとしてアフィン変換のさまざまな部分群を最適に当
てはめる．そしてどの部分群が生じていると見なせる
かを各モデルに対する幾何学的AIC，幾何学的 BIC／
MDLを計算してモデル選択する．
移動前と移動後の観測位置をそれぞれ r = (x, y, z)>,

r′ = (x′, y′, z′)> とするとき，移動が「アフィン変換」
であるとは，ある正則行列Aとベクトル tがあって次
の関係が成り立つことである．

r′ = Ar + t (1)

行列Aの要素とベクトル tの成分を次のように置く．

A =

 u1 u2 u3

u4 u5 u6

u7 u8 u9

 , t =

 u10L0

u11L0

u12L0

 (2)

ただし，L0は r, r′ とほぼ同じ大きさの基準長である．
これは r, r′ の各成分がほぼ 0～1 となるような長さの
単位を用いることに相当し，これによって有限長の数
値計算が安定する．x, y, z 座標とその共分散行列を用
いた最尤推定はマハラノビス距離（以下「残差」と呼
ぶ）を最小化することである（アフィン変換の部分群
とその内部拘束の式，拡張 FNS法による最適計算の方
法は論文参照）．
各モデルに対する幾何学的 AIC，幾何学的 BIC，幾

何学的MDLはそれぞれ次のようになる（幾何学的BIC
と幾何学的MDLは同じ値となる）．

G-AIC = Ĵ + 2(3N + p)σ̂2,

G-BIC = G-MDL = Ĵ − (3N + p)σ̂2 log
σ̂2

L2
0

(3)

1 国土地理院のサイト（http://www.gsi.go.jp/）から取得した
電子基準点の GPS 観測データを元に以下のサイトにより計算した．
http://apps.gdgps.net/index.php
計算した x, y, z 座標とその共分散行列の値は論文参照．
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図 2 東北地方の電子基準点 8点（黒丸）と 2011年
3月 11日に起きた地震の震源（星印）．
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図 3 （a）2010年 4月と 2011年 1月の間の地盤の
動き，（b）2011年 1月と 2012年 1月の間の地盤の動
き（いずれも 1000倍に拡大）．

ただし，Ĵ は当てはめた残差 J の値であり，N はデー
タ数である（この実験では電子基準点の数 8）．pはモデ
ルの自由度であり，図 1のモデルに対しては，p = 12,
7, 6, 4, 4, 3, 3, 1, 0である．σ̂2 はデータに含まれるノ
イズレベルの推定値である．モデルはすべて 3次元ア
フィン変換の部分群であるから，どのモデルが正しい
としても次のように推定できる．

σ̂2 =
Ĵ0

3N − 12
(4)

ただし，Ĵ0はアフィン変換を当てはめた残差である．モ
デル選択規準が最小になるモデルが当てはまりの忠実
さである残差と自由度をバランスする最適なモデルで
ある．

2010年 4月と 2011年 1月のデータに対して，幾何
学的 AICは，単に並進が起こったと判断した．それに
対して，幾何学的 BIC／MDL は地盤はまったく動い
ていないと判定した．幾何学的 BIC／MDLは幾何学
的 AICに比べて自由度の少ないモデルを選ぶ傾向が高
いことが知られているが，ここにもそれが現れている．
いずれにしても，この時期は地盤が非常に安定してい
て，例え動いたとしてもわずかな並進のみであると結
論される．
一方，2011年 1月と 2012年 1月のデータに対して

は，幾何学的AICも幾何学的 BIC／MDLもアフィン
変換そのものを選んだ．すなわち，この地盤の動きはど
の部分群によっても説明できないと判定している．これ
は 2011年 3月 11日にこの地方で起きたマグニチュー
ド 9.0の大地震を反映するものである．地盤の動きを表
示したものが図 3（a）（b）である（いずれも 1000倍
に拡大）．


